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Problema de
Optimizacion Combinatoria

Conjunto base: E={1, 2, ..., n}
Conjunto de soluciones factibles F < 2E.
Funcion objetivo f:2FE ->R.

En la version de minimizacidon buscamos una
solucién optima S*eF, tal que f(S*) <f(S) V
SeF.
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Problemas

Mochila

Cubrimiento de Conjuntos
Empaquetado de Conjuntos
Particion de Conjuntos
Viajante

Asignacion Cuadratica

- Asignacion Generalizada
Ordenacion Lineal
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Resolucion de
Problemas Combinatorios

Un méetodo exacto proporciona una solucion optima del
problema.

Un método heuristico o aproximado proporciona una buena
solucion del problema no necesariamente optima.

“Un método heuristico es un procedimiento para resolver un
problema matematico bien definido mediante una
aproximacion intuitiva, en la que la estructura del problema se
utiliza de forma inteligente para obtener una buena solucion”

— D. de Werra y otros

“Un heuristico es una técnica que busca buenas soluciones
con un tiempo de computacion razonable sin garantizar la
optimalidad” C.R. Reeves
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Una Clasificacion

« Ramificacion y Acotacion
- Planos de Corte
« Ramificacion y Corte

M étodos de
Resolucion

« M étodos Constructivos
« Métodos de Busqueda L ocal
« Métodos Combinados

Heuristicos
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Calidad del Algoritmo Heuristico

Un buen algoritmo heuristico debe ser:

Eficiente, Bueno y Robusto

Los procedimientos para medir la calidad de un
algoritmo son:

Com

Ccom

paracion con la solucion optima
paracion con una cota
naracion con un método exacto truncado

Com
Anali
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El Problemadel Vigante (TSP)

“Un viajante de comercio ha de visitar
n ciudades, comenzando y finalizando
en su propia ciudad. Conociendo el
coste de ir de cada ciudad a otra,
determinar el recorrido de coste
minimo.”
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Formalmente

Sea un grafo G=(V,A,C) donde:
V es el conjunto de vértices
A es el de aristas

C=(c;) es la matriz de costes: c; es el coste (distancia) de
la arista (i, J).

Podemos considerar, sin perdida de generalidad, G
completo.

Un tour (Ciclo Hamiltoniano) es un ciclo que pasa
exactamente una vez por cada vertice del grafo.

El TSP consiste en determinar un tour de coste minimo.
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Eleccion del Problema

Es uno de los que mas interés ha suscitado en
Investigacion Operativa

Sus soluciones admiten una doble interpretacion:
mediante grafos y mediante permutaciones.

Dada su gran dificultad (NP-duro), la gran mayoria
de las técnicas de resolucion han sido probadas en
él.

Resulta muy intuitivo y con un enunciado muy facil
de comprender.
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Algoritmos Heuristicos

11. R. Marti. Universi

Métodos de Resolucidn

Métodos Constructivos

Metodos de Busqueda Local

Métodos Combinados
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M étodos Constructivos

Los metodos constructivos son procedimientos
iterativos que, en cada paso anaden un elemento
hasta completar una solucidon. Usualmente son
metodos deterministas y estan basados en
seleccionar, en cada iteracion, el elemento con mejor
evaluacion.

Los mas destacados para el TSP son:
Heuristicos del Vecino mas Proximo
Heuristicos de Insercion
Heuristicos basados en Arboles Generadores
Heuristicos basados en Ahorros
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Heuristico del “Vecino mas Proximo™

Anade en cada paso el vértice mas cercano al actual.
Debido a Rosenkrantz, Stearns y Lewis (1977)

Inicializacion
Seleccionar un vertice j al azar.
Hacert=j) yW=V \ {j}.

— Mientras (W # 9)

Tomar j de W/ c; = min {c; / 1 en W}
Conectarta |

Hacer W=W \ {j} y t=J.
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Eficienciaddl Procedimiento

Deficiencias:

Una implementacion directa seria poco eficiente, al examinar en
cada paso todos los veértices.

Miopia del algoritmo

Mejoras:

Subgrafo Candidato: es un subgrafo del grafo original con los n
vértices y Unicamente las aristas consideradas “atractivas” para
aparecer en un tour de bajo coste. (subgrafo de los k vecinos mas
cercanos)

En cada paso del algoritmo, se comienza por examinar los vértices
del subgrafo candidato.

Cuando un veértice que no estd en el tour esta conectado

unicamente a s (s<k) o menos aristas del subgrafo candidato se

considera que se esta quedando aislado. Por ello se inserta
14. R Marti. Univirippr@eligeteamnente en el tour.



Heuristicos de I nsercion

Extender ciclos que pasan por unos cuantos
vertices (subtours), insertando un vertice
nuevo en cada paso.

o Més Algjado
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Arbolesy Acoplamientos

Un grafo es conexo si todo par de vértices esta unido por un
camino.

Un arbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.
Un arbol generador es un arbol sobre todos los vértices.

Un acoplamiento es un subconjunto M del conjunto de aristas
cumpliendo que cada vértice del grafo es a lo sumo incidente
con una arista de M.

Un acoplamiento es perfecto si es de cardinalidad maxima e

igual a |V|/ 2.
— Q@ (®
&
Arbol = i
@ Acoplamiento

Perfecto

Generador
16. R. Marti. Universidad de Valencia. @ 9



Heuristicos basados en
Arboles Generadores

Paso 1
Arbol generador de
minimo peso

Paso 2

Duplicacion de Aristas

Paso 3
Obtencion del Tour




Algoritmo de Christofides

Paso 2: En lugar de duplicar las aristas del arbol se afiaden las
aristas de un acoplamiento perfecto de minimo peso sobre los
vertices de grado impar del arbol generador.

16.
i
1
i

Teorema:
Sobre g emplos cuya matriz de distancias cumple la desigualdad triangular,
el valor delasolucion del agoritmo es como mucho 1.5 veces el valor optimo.
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Heuristicos basados en Ahorros

Combinar sucesivamente subtours hasta
obtener un tour. (Clarke y Wright, 1964)

Los subtours tienen un vértice comun
llamado base (2)

O O

_ l
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Comparacion de los Métodos

La libreria de dominio publico TSPLIB
contiene un conjunto de ejemplos con la
solucion optima del TSP. (Reinelt , 1991)

Heuristico Desviacion T. Ejecucion
del Optimo (pr2392)
Vecino mas Proximo 18.6% 0.3
Insercion mas Algada 9.9% 35.4
T Christofides 19.5% 0.7
Ahorros 9.6% 5.07
C, — Copt

-100

Porcentgje de desviacion del optimo:
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Meétodos de Busqueda L ocal

Definicion: Cada solucion x tiene un conjunto de soluciones
asociadas N(x), gue se denomina entorno de Xx.

Definicion: Dada una solucidn x, cada solucion x’ de su entorno
N(X) puede obtenerse directamente a partir de X mediante una
operacion llamada movimiento.

El método se basa en explorar el entorno de una solucion vy
seleccionar una nueva solucion en él (i.e. realizar el movimiento
asociado). Desde la nueva solucion se explora su entorno y se
repite el proceso.

my my \ M3 \
XO ; Xl X2 X3
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= le denomina optimo local

Criterio de Seleccion

Greedy: Seleccionar la
solucion con mejor
evaluacion de la funcion
objetivo, siempre que sea
mejor que la actual.

El algoritmo se detiene
cuando la solucion no
puede ser mejorada.

A la solucién encontrada se

respecto al entorno definido.

Miopia del Metodo

22. R. Marti. Universidad de Valencia.



Busqueda Local en € TSP

Definicion del Movimiento
2 Intercambio
K intercambio
Lin y Kernighan

Estrategia de Seleccion.
Greedy

Para aumentar la eficiencia se utiliza la estrategia
Greedy sobre un subconjunto de candidatos (Subgrafo
Candidato).
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Procedimiento de 2 Intercambio

Un movimiento 2-opt consiste en eliminar dos
aristas y reconectar los dos caminos resultantes,
de una manera diferente, para obtener un nuevo

ciclo
(O
0,

& Hay una unica manera de reconectar 1os camino formando un tour.

24. R. Marti. Universidad de Valencia.



Algoritmo 2-Optimo

Inicializacion
Considerar un ciclo Hamiltoniano inicial
move = 1

Mientras (move = 1)
move=0
Etiquetar todos los vertices como no explorados.
Mientras ( Queden vértices por explorar)
Seleccionar un vértice i no explorado.

Examinar todos los movimientos 2-opt que incluyan la
arista de | a su sucesor en el ciclo.

Si alguno de los movimientos examinados reduce la
longitud del ciclo, realizar el mejor de todos y hacer
move = 1. En otro caso etiquetar i como explorado.

25. R. Marti. Universidad de Valencia.



Meoras

En una implementacion eficiente se considera una
lista de veértices candidatos a examinar.
Cada vez que se examina un veértice i, este se coloca al

final de la lista y los vértices involucrados en el
movimiento se insertan en primer lugar.

Para reducir el tiempo de computacion, podemos:

Exigir que al menos una de las dos aristas anadidas en
cada movimiento, para formar la nueva solucion,
pertenezca al subgrafo candidato.

Interrumpirlo antes de finalizar, dado que en las primeras
iteraciones la funcion objetivo decrece substancialmente,
mientras que en las ultimas apenas se modifica.

26. R. Marti. Universidad de Valencia.



Procedimiento de 3 Intercambio

Al eliminar 3 aristas hay 8 ——o\
maneras de reconectar los
3 caminos resultantes.

A diferencia de los 2-opt,
el reconstruir el ciclo aqui
es muy costoso.

El examinar todas las
posibilidades representa

un esfuerzo en
computacion enorme.

Aplicar un busqueda
restringida: Subgrafo
Candidato.

27. R. Marti. Universidad de Valencia.



Algoritmo de Liny Kernighan

Realiza un movimiento compuesto.

Cada uno de los movimientos simples puede mejorar
0 empeorar el valor de la funcion objetivo.

El movimiento global es de mejora, por lo que no
se pierde el control sobre el proceso de busqueda.

El mezclar diferentes movimientos altera la
estructura de la solucion haciendo que la

s convergencia al 6ptimo local sea lenta e introduce
una componente de diversificacion.
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Un gemplo: (2-opt, 2-opt, insercion)

Ciclo Inicial

2-0pt cambio
(12,1), (5,6) por
(12,5), (1,6)

2-opt cambio
(1,6), (3,4) por
(6,3), (1,4)

Insercion

Insertar el 9
entreellyel4

29. R. Marti. Universidad de Valencia.
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|mplementaciones

Algoritmo 1

Utilizar el subgrafo candidato con 6 vecinos mas
cercanos para cada vértice.

Movimientos de hasta 15 movimientos simples 2-opt o
insercion.

Para el primer movimiento simple dnicamente se examinan
3 candidatos.

Algoritmo 2

Utilizar el subgrafo candidato con 8 vecinos mas
cercanos para cada vertice.

Movimientos de hasta 15 movimientos simples 2-opt o
iInsercion.

Para los 3 primeros movimiento simples Unicamente se
examinan 2 candidatos.

30. R. Marti. Universidad de Valencia.



Comparacion de los Métodos

Heuristico Desviacion T. Ejecucion
del Optimo (pr2392)
2-0ptimo 8.3 % 0.25
3-0ptimo 3.8% 85.1
Liny Kernighan 1 1.9% 21.7

Liny Kernighan 2 1.5% 74.3
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M éetodos Combinados

Método Constructivo + M étodo de Busqueda L ocal

Variantes y Mejoras
Introducir el azar en el procedimiento:

En los métodos de insercion se obtiene mejores
resultados en promedio al elegir al azar el vértice a
. Insertar, que al tomar el elemento mas cercano (11%

frente a 20% )
Seleccion al Azar Restringida
Seleccion Probabilistica

32. R. Marti. Universidad de Valencia.



Construccion:
Seleccion al Azar Restringida

Sustituir una eleccidon determinista por una eleccion al
azar de entre un conjunto de buenos candidatos.
En cada paso del procedimiento, se evaluan todos los
elementos que pueden ser anadidos y se selecciona un

subconjunto con los mejores. La eleccion se realiza
al azar sobre ese subconjunto de buenos candidatos.

Estrategias para calcular el subconjunto:

B Incluir los k mejores elementos.

Incluir los elementos cuya evaluacion esté por encima
de un umbral.

Incluir los elementos cuya evaluacion sea proxima a la
del mejor.

33. R. Marti. Universidad de Valencia.



Selecciéon Probabilistica

Considerar las evaluaciones como pesos Yy

utilizar

seleccionar un elemento.

un

método

probabilistico

Elemento  Evaluacién Intervalo
\%1 € [0, &
Vo & [e1, e +&y
K-1 k
Vi e { e, ei}
i=1 i=1

para

k
Se generaun numero a al azar entreOy Zei , ¥ se selecciona el elemento
correspondiente a intervalo que contiene a a.

34. R. Marti. Universidad de Valencia.



Algoritmo Combinado “ Aleatorizado”

35.

Inicializacion (i=0)
Obtener una solucion con el algoritmo constructivo.
(Sea c* el coste)

Mientras (1< MAX_ITER)
Obtener una solucion x(i) con el algoritmo constructivo
aleatorizado.
Aplicar el algoritmo de busqueda local a x(i).
Sea x*(i) la solucion obtenida y S*(i) su valor.
Si ( S*(I) mejoraa c*)
Hacer c* = S*(i) y almacenar x*(i)
|=j+1

L os resultados son de mejor calidad gue |os obtenidos por € heuristico
de Liny Kernighan (alrededor de un 0.5 %) aungue a expensas de emplear
tiempos de computacion bastante mayores (del orden de algunos minutos).




Conclusiones

Los Problemas Combinatorios se pueden resolver mediante:
Méetodos Exactos: Proporcionan el optimo pero suelen ser costosos.
Métodos Heuristicos : Son rapidos pero no garantizan el optimo.

Los Métodos Constructivos son heuristicos que proporcionan rapidamente
una solucion relativamente buena.

Los Métodos de Busqueda Local son heuristicos iterativos que mejoran una
solucion dada.

Ambos meétodos pueden Combinarse y mejorarse aleatorizando las
selecciones.

— Al disefiar un Método Heuristico hemos de estudiar
Calidad: Estudio Teorico (Christofides) o Empirico (TSPLIB)

Eficiencia: Detalles de implementacion, Agilizar los calculos (Subgrafo
candidato)
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