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RESUMEN

Yadira Isabel Silva Soto.

Candidata para el grado de Mestro en Ciencias

con especialidad en Ingenieria de Sistemas.

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn.

Facultad de Ingenieria Mecéanica y Eléctrica.

Titulo del estudio: ”Planeacion justo a tiempo soluciones éptimas mediante refor-

mulaciones convexas”.

PLANEACION JUSTO A TIEMPO: SOLUCIONES
OPTIMAS MEDIANTE REFORMULACIONES
CONVEXAS

Numero de paginas: 89.

OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIO: Los objetivos en este proyecto de investiga-

cidon son:

- Adquirir mediante un estudio profundo, el conocimiento de la estructura del
problema de planeacion y secuenciacion de tareas del tipo justo a tiempo y sus

caracteristicas particulares.

- Investigar acerca de la teoria de matrices semidefinidas positivas, de la progra-

macién cuadratica, de la programacion semidefinida y cémo poder emplearlas

XIv



RESUMEN XV

para resolver problemas de programacion cuadratica no convexa en variables

binarias.

- Desarrollar un procedimiento para la realizacién de una reformulacién equiva-
lente convexa mediante la teoria de matrices semidefinidas positivas, para un
problema de programacion cuadratica binaria no convexa. En particular, para

un problema de secuenciacion justo a tiempo de tareas en maquinas paralelas.

- Evaluar el desempeno del método desarrollado con base en un diseno expe-
rimental adecuado asi como captar, mediante su estudio, los parametros que

ayuden a mejorar la reformulacion mencionada.

La metodologia que se emple6 para cumplir los objetivos planteados fue:

- Estudio y andlisis de la teoria matricial, programacion cuadratica y programa-

cién semidefinida.

- Estudio de los trabajos que se han realizado en este campo de estudio como
por ejemplo, los métodos utilizados para obtener una reformulacion equivalente

convexa para el problema y los resultados obtenidos mediante estos métodos.

- Diseno del procedimiento para obtener una reformulacién equivalente convexa

para un problema de programacién cuadrética no convexa en variables {0, 1}.

- Utilizar la estructura de la matriz hessiana (matriz correspondiente de la fun-
cién objetivo) ya que existen problemas en los que esta matriz tiene la pro-
piedad de ser una matriz diagonal a bloques, para desarrollar el método de
reformulacion del problema, como por ejemplo, el problema de planeacion jus-

to a tiempo en maquinas paralelas.

- Evaluacion extensiva del desempeno de la reformulaciéon propuesta bajo un

analisis de diseno experimental apropiado.



RESUMEN XVI

CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES: La contribucién que se presenta en
esta tesis es un nuevo método para resolver problemas de programacion
cuadratica no convexa en variables binarias, el cual consiste en el estudio de
la estructura que presenta la matriz hessiana asociada a la funcién objetivo.
La estructura que presenta esta matriz es simétrica diagonal a bloques. El
método consiste en descomponer la matriz original en la suma de submatrices.
Cada submatriz esta compuesta por cada bloque. Se aplica el método de
minimo valor propio a cada submatriz y, finalmente, se perturba la matriz
hessiana con el minimo valor propio, obteniendo una funciéon equivalente
convexa. El método propuesto fue comparado con el método que utiliza
CPLEX y el método de minimo valor propio para resolver este tipo de
problemas, concluyendo que el método basado en la estructura diagonal a
bloques reporta mejores resultados con respecto al método de minimo valor
propio. Comparando el método propuesto con el método que utiliza CPLEX,
se concluyd que el método que utiliza CPLEX es mejor en cuanto a calidad

de soluciones y en tiempo de ejecucion.

Ademas, el método que se propone puede ser utilizado no sélo en problemas
de planeacién justo a tiempo, sino también en cualquier otro problema en el
cual la matriz hessiana asociada a la funcion objetivo presente una estructura

diagonal a bloques.

Firma del asesor:

Dra. Yasmin A. Rios Solis



CapiTULO 1

INTRODUCCION

Existen muchos problemas que se pueden modelar mediante un programa
cuadratico. Dichos problemas consisten en minimizar o maximizar una funcién
objetivo cuadratica, sujeta a restricciones lineales y variables reales, binarias
o enteras. Un ejemplo es el problema combinatorio de planeacion justo a
tiempo en maquinas paralelas que consiste en secuenciar un conjunto de
tareas o trabajos que tienen una fecha de entrega comun. Cada tarea tiene
una penalidad de adelanto si se termina de ejecutar antes de la fecha de
entrega comun. De igual manera, la tarea tiene una penalidad de retraso si se
termina de ejecutar después de la fecha de entrega comin. De esta manera, el
objetivo es determinar el tiempo de término de cada trabajo y la maquina en
donde éste sera ejecutado, con el fin de minimizar la suma de penalidades de

adelantos y retrasos de todos los trabajos.

La funcién objetivo cuadratica tiene asociada una matriz hessiana que tiene
una estructura particular a bloques. Esta matriz no es semidefinida positiva
por lo tanto, la funciéon objetivo no es convexa. Existen diferentes problemas
de programacién cuadratica, por ejemplo, problemas en los que la funciéon ob-
jetivo es convexa, sujeto a restricciones lineales y variables lineales, problemas
en los que la funcién es convexa, sujeto a restricciones lineales y variables bi-

narias, y sus variantes. Lo que se desea es resolver este tipo de problemas.

Si la funcién objetivo (a ser minimizada) del problema de programacién
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cuadratica es convexa, sujeta a restricciones lineales y con variables continuas,
entonces tiene un punto minimo global y el problema se resuelve en tiempo
polinomial utilizando un método de elipsoide. Ahora bien, si la funcion
objetivo es convexa, sujeta a restricciones lineales pero con variables binarias,
el problema es NP-duro. Sin embargo, es posible obtener soluciones 6ptimas
mediante un método de ramificaciéon y acotamiento (B&B, por sus siglas
en inglés), realizando relajaciones continuas en cada uno de los nodos.
Si el problema es modelado mediante una funcién objetivo cuadratica no
convexa, sujeta a restricciones lineales y variables binarias, como es el caso del
problema definido anteriormente, entonces no existe un algoritmo que resuelva
este problema en tiempo polinomial. Para resolver este tipo de problemas se

pueden utilizar linealizaciones y reformulaciones convexas, entre otros métodos.

Lo que se propone en esta tesis es una nueva reformulacién convexa de la fun-
cién objetivo, es decir, obtener una funcién equivalente convexa a la funcion
objetivo del problema no convexo, para luego emplear el método de B&B y de

esta manera obtener soluciones 6ptimas para el problema original.

Una reformulacién convexa de la funcién objetivo permite tener una funcion
equivalente convexa a la funciéon objetivo del problema no convexo. Esto quie-
re decir que en puntos binarios del espacio de soluciéon, la funcién equivalente
tiene el mismo valor objetivo que la funcion original, lo que permite que si
estos puntos son 6ptimos para la funciéon equivalente entonces también seran

puntos optimos para la funcion original.

El método que se propone es una nueva reformulacion que aprovecha la es-
tructura a bloques de la matriz hessiana, representando a ésta como la suma
de las submatrices obtenidas de cada bloque de la matriz hessiana. Se aplica

un método para perturbar cada bloque de la matriz hessiana obteniendo, de
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esta manera, una funcién objetivo equivalente convexa y haciendo uso de un

método de B&B obtener soluciones 6ptimas para el problema planteado.

Como se ha mencionado, también existen otros métodos basados en reformula-
ciones convexas para resolver problemas de programacién cuadratica en el que
la funcién objetivo es no convexa. Se estudian tres métodos: el método que
utiliza CPLEX [6] para encontrar una funcién equivalente convexa, el método
de minimo valor propio [17] y el método basado en programacion semidefinida

[25].

Se realizé un estudio amplio y profundo acerca de los métodos de reformula-
cién convexa para programarlos, probar su funcionamiento y compararlo con
el método que se propone en este trabajo de tesis. Como trabajo a futuro,
se propone probar el método de programacion semidefinida en instancias del
problema planteado. Este trabajo sienta las bases para probar el método de
programacion semidefinida el cual promete resolver instancias mas grandes en
menos tiempo, ya que la relajacion continua es la mejor conocida para los

problemas que se tratan en esta tesis.

Este trabajo esta estructurado como sigue: en el Capitulo 2 se describen los
conceptos terdricos importantes para la realizacion de esta tesis como concep-
tos y teoremas acerca de matrices semidefinidas positivas, funciones convexas
y programaciéon cuadratica. Luego, en el Capitulo 3 se presentan los cuatro
métodos que se utilizaron para resolver el problema de programacién no con-
vexa que se tratan en esta tesis. Estos métodos que se mencionan, se basan
en la perturbacién de la matriz hessiana, mediante diferentes parametros, pa-
ra obtener una matriz semidefinida positiva y por tanto hacer que la funcién
objetivo sea convexa. Uno de estos métodos es una de las contribuciones de

esta tesis. Este método se basa en la estructura diagonal a bloques de la ma-
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triz hessiana. Continuando, en el Capitulo 4, se presentan dos variantes de un
problema de planeacién justo a tiempo. La primera maneja una fecha de ven-
cimiento comun restrictiva y la segunda una fecha holgada. Ambos problemas
presentan una funciéon objetivo cuadratica no convexa, las restricciones son
lineales y las varia-bles binarias. Se describe en qué consiste cada uno de los
problemas. Luego, en el Capitulo 5, se presenta un ejemplo de una instancia
del problema de planeacién justo a tiempo con fecha restrictiva y los resultados
experimentales obtenidos al probar cada uno de los métodos que se presentan
en esta tesis. Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones que se

obtuvieron y el trabajo a futuro que se propone.



CAPITULO 2

TEORIA MATRICIAL Y

PROGRAMACION CUADRATICA

En este capitulo se presentan todos los conceptos que se han utilizado en
el desarrollo de la tesis. Debido a que este capitulo es muy extenso, ya que
se describe una gran cantidad de conceptos y teoremas, se ha divido en dos
secciones, cada una con tres subsecciones. En la primera seccién se definen
conceptos acerca de la teoria de matrices y en la segunda seccién, se presentan

conceptos de la programacion cuadratica.

2.1 CoONCEPTOS BASICOS

Definicién 2.1 Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que todas

sus entradas no diagonales son cero.

Ejemplo, observe las siguientes matrices de tamano 3 x 3y 4 x 4 [4]:

100
A=1030 B=
005

o o o =
o O N O
o w o o
_ O O O

La matriz A de tamano 3 x 3 es una matriz diagonal ya que los elementos de la

diagonal principal son diferentes de cero y los elementos restantes son iguales

5
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a cero. En caso contrario, observe que la matriz B de tamano 4 X 4 no es una
matriz diagonal ya que el elemento de la fila 2 columna 3 es distinto de cero

(este elemento es igual a 9).

Este concepto es importante para el trabajo de tesis que se ha realizado ya que
la matriz asociada a la funcién objetivo cuadratica es diagonal a bloques y el
método que se propone para resolver problemas de programaciéon cuadratica
que tienen una funcién objetivo no convexa (ver Subseccién 2.1.2 para saber
m4ds sobre funciones convexas) se basa en la estructura a bloques de la matriz

asociada a la funcién objetivo, ver Subseccién 3.2.4.

La transpuesta de una matriz [4] A consiste en intercambiar las filas por las

columnas y se denota por A”. Por ejemplo:

1 2 3 1 -4 8
A= —4 2 1 = AT = 2 2 5§
8 5 —7 3 1 -7

Propiedad 2.1 [20] Sean A y B matrices de cualquier tamano, la transposi-

cion de una matriz cumple las siguientes propiedades.

1.- (A+B)T = AT + BT,
2.- (AT = A,
3.- (kA)T = kAT, donde k es un escalar,

4.- (AB)T = BT AT el niimero de columnas de A debe ser el mimero de filas

de B para que se pueda realizar la multiplicacion de matrices.

Dada una matriz A, una submatriz de A es una matriz obtenida de A al

remover cualquier numero de filas o columnas de A.
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Ejemplo 2.1 Observe las siguientes matrices:

1 2 3 4
1 2 3
5 —1 -2 5 6 4
A= B=15 -1 -2 C =
6 0 4 3 78
6 0 4
79 8 6

Las matrices B y C son submatrices de A, la submatriz B fue obtenida al
remover la fila 4 y la columna 4, la matriz C' fue obtenida al remover las filas
1y 2,y columnas 2 y 4. Si no se remueven filas y columnas se puede decir que

A es su misma submatriz.

Se dice que una matriz es particionada si ésta es dividida en submatrices
por medio de lineas horizontales y verticales entre filas y columnas. Enton-
ces una matriz puede ser particionada en diferentes formas. Para la matriz A

del Ejemplo 2.1, se particiona de dos formas para ejemplificar:

i
]
(48]
=
—
o]
(5]
ey
o]
i
=

5|-1 -2|5 F -1 -2|5
A= A= A=
Glo 3 6 0 413
Tl9 & |6 ]
Particion 1 Particion 2 Particion 3

Definicién 2.2 Una matriz diagonal a blogques, es una matriz A que puede ser

particionada en la siguiente forma:

A )
o
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donde la particién son las submatrices Ay, Ao, ..., A,.

Este concepto es de suma importancia ya que la matriz con la que se trabaja
en capitulos posteriores es una matriz diagonal a bloques donde cada bloque es
una submatriz. Se representa a la matriz hessiana en la suma de sus submatri-
ces para aplicar un método de reformulacion convexa para la funcién objetivo,

ver Subseccién 3.2.4.

2.1.1 MATRICES SEMIDEFINIDAS POSITIVAS

Una vez que se han definido algunos conceptos basicos acerca de matrices,
ahora el siguiente paso es describir las matrices que son semidefinidas positivas,
ya que la matriz asociada a la funcién objetivo cuadratica que se estudia en esta
tesis, ademas de ser una matriz simétrica, cuadrada, diagonal a bloques, es una
matriz que no es semidefinida positiva. En esta seccién se describen conceptos
importantes acerca de este tipo de matrices, asi como algunas propiedades
y teoremas asociados a las mismas. Se definen conceptos como: valor propio
de una matriz y vectores propios. Estos conceptos seran de gran utilidad en
capitulos posteriores ya que unos métodos para resolver algunos problemas de

programacion cuadratica se basan en estos conceptos.

Definicién 2.3 [4] Un vector x diferente de cero es un vector propio o vector
caracteristico de una matriz cuadrada A si existe un escalar \ tal que Ax = \x.

Entonces \ es un valor propio o valor caracteristico de la matriz A.

Un espacio propio, autoespacio o eigenespacio es el conjunto de vectores pro-

pios con un valor propio comun.

Dado x un vector propio de una matriz cuadrada A, entonces existe un valor

propio tal que Ax = Ax o lo que es equivalente:



CAPITULO 2. TEORIA MATRICIAL Y PROGRAMACION CUADRATICA 9

Ax —Ax =00 (A— A)x =0, donde [ es la matriz identidad de igual

tamano que A.

Sea B una nueva matriz definida como B = A — AI. Entonces se puede escribir
Bx = 0. Se tiene un sistema homogéneo de ecuaciones. Si B tiene matriz inver-
sa se puede resolver el sistema, obteniendo x= B~'0 o x = 0. Este resultado
es absurdo ya que como se ha mencionado x es un vector propio por esta razon
x # 0. x es un vector propio si y solo si B no tiene inversa. Si una matriz
no tiene inversa entonces el determinante es cero, por lo que x serd un vector

propio si y solo si:

det(A— ) =0

Esta ecuacion es llamada ecuacion caracteristica de A, también es llamada
polinomio caracteristico de A[4]. Las raices de esta ecuacién son los valores

propios de la matriz A.

2
Por ejemplo, para obtener los valores propios de A = se prosigue
4 3
de la siguiente manera:
1 2 10 1 2 A0
(A=X)=0= (A=) = - A = -
4 3 0 1 4 3 0 A
1—Xx 2
= =(1-NB=AN)—=(2)(4) = N2 =4\ +3-8 =\ —4)\—5.
4 33—

Entonces, resolviendo para A la ecuacién caracteristica A\? — 4\ — 5=0 se en-
cuentran los valores propios de A, A = —1 y A = 5 hacen que det(A — \I) = 0.

Por lo tanto, A = —1 y A = 5 son los valores propios de la matriz A.

Si los elementos de una matriz son nimeros reales y la matriz es simétrica

entonces los valores propios asociados a la matriz seran también ntimeros reales.
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El siguiente teorema demuestra lo anterior.

Teorema 2.1 [4]. Los valores propios de una matriz real simétrica son reales.

La importancia de este resultado es que dos de los métodos que se presentan
en esta tesis se basan en perturbar la matriz real con su minimo valor propio,

por lo tanto la matriz perturbada sera una matriz real.

Antes de introducir el concepto de matriz semidefinida positiva, primero es
necesario saber que una matriz compleja es aquella en la que algunos de sus
elementos son nimeros complejos de la forma a + bi donde a y b son ntimeros
reales. Es necesaria la comprensiéon de este concepto ya que el objetivo de
esta seccion es definir una matriz hermitiana para luego definir una matriz

semidefinida positiva.

Definicién 2.4 [4] Si A = [a;;] es una matriz de tamano n x m, n, m € N =
{1,2,...}, entonces la transpuesta compleja conjugada de A es la matriz m xn
AH = la;], esta matriz es obtenida, primero, encontrando el conjugado de cada

elemento de la matriz A, y luego obteniendo la transpuesta de esta matriz.

) _ 241 3 —1 ]
Por ejemplo, tenemos la matriz A = , entonces la matriz
1 1—17 2
2—1 1
transpuesta conjugada es: A = 3 141
1 —2

Se puede observar que si la matriz es una matriz real entonces la transpues-
ta conjugada es igual a la matriz original. En este proyecto de investigacion

se trabaja con matrices reales. Se define la matriz conjugada debido a que la
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definicion de matriz hermitiana maneja este concepto, pero como ya se men-
ciond en este proyecto los elementos de todas las matrices con las que se trabaja

son numeros reales.

Sea una A matriz arbitraria de tamano m x n, donde m, n € N,

a1 a1 ... Qip
a91 a92 ... QAop

A= , donde a;; € R.
Am1 Am2 ... Omn

Como ya se ha mencionado anteriormente la transpuesta conjugada de una
matriz, es la matriz resultante de obtener el conjugado de cada elemento
de la matriz. Como los elementos son reales y el conjugado de un nimero

real es el mismo nimero entonces, al encontrar la matriz conjugada se ob-

11 A2 ... QAip
. ) 21 Q22 ... Q2p . .
tiene la matriz que es igual a la matriz A. Ahora,
Am1 Am2 ... Omn

de esta matriz resultante se encuentra su transpuesta y se obtiene la matriz

a1l a1 ... Gml
12 A22 . Q2 X ~
AT = donde AT es una matriz de tamano n x m. Se
)
A1p A2, ... Apm

puede observar que cuando se tiene una matriz con elementos reales la matriz

transpuesta conjugada es igual a la transpuesta de la matriz.

Definicién 2.5 [4, 20, 1] Una matriz hermitiana (o hermitica) es una matriz
cuadrada A = [a;;] de elementos complejos que tiene la caracteristica de ser
wgual a su propia transpuesta conjugada. Es decir, el elemento en la i1-ésima
fila y j-ésima columna es igual al conjugado del elemento en la j-ésima fila e

i-ésima columna, para todos los indices v y j:

a;j = aj; es decir si A = A



CAPITULO 2. TEORIA MATRICIAL Y PROGRAMACION CUADRATICA 12

Por ejemplo, observe las siguientes matrices:

A=12+i 3 —1-i B =
—4i —1+i 4

Observe que la matriz A es una matriz hermitiana, ya que al encontrar el con-

jugado de cada elemento de la matriz A se obtiene la matriz
1 2+ —41
2—1 3 —1+ 14 | y al encontrar la transpuesta de esta matriz resul-
4i —1—1 4
2+1 3 —1—q

tante se obtiene A¥ = . Como se puede observar
—4i -1+ 4

A = A" por lo que es una matriz hermitiana. En el caso, la matriz B no es
hermitiana. Primero se obtiene el conjugado de la matriz B. Como B es una

matriz real entonces la matriz conjugada de B es la misma matriz B. Ahora la

10
transpuesta de B es B = . Como se puede observar B # B, Por

11
lo tanto, no es una matriz hermitiana. Las matrices reales simétricas son un

caso especial de matrices hermitianas, es decir, cuando los elementos de una

matriz hermitiana son reales, entonces se tiene una matriz simétrica.

La operacion < x,y > define un producto interno en C, donde C son los
nimeros complejos, < z,y >= 'y, donde ¥ es el conjugado de y. Ahora si
se tiene, por ejemplo, que x es un vector real y A una matriz real simétrica
(hermitiana), entonces < Az, z >= (Az)Tz. Como z es un vector real enton-
ces T = z. Ahora por propiedades de matrices transpuestas, (Propiedad 2.1),
(Ax)T = 2T AT. Como A es una matriz simétrica, entonces A7 = A, por lo

tanto, < Az, x >= (Ax)Tz = 2T ATz = 27 Ax.
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Teorema 2.2 [4, 20, 1]. Una matriz A es hermitiana si y solo si < Azx,z >

es real para todo vector x

El siguiente teorema es importante ya que, lo que se hace en este proyecto de
tesis es perturbar una matriz real con el minimo valor propio y es necesario

que éste numero sea real.

Teorema 2.3 [4]. Dada A una matriz hermitiana, los valores propios de A

son numeros reales.

Del Teorema 2.3 se sabe que la cantidad < Ax,r > es un numero real. Si
esta cantidad es no negativa se dice que la matriz es definida no negativa. Si
la cantidad es mayor que cero, se dice que la matriz es definida positiva y si
esta cantidad es mayor o igual que cero, se dice que la matriz es semidefinida

positiva. A continuacién se definen formalmente estos conceptos.

Definicién 2.6 [4, 20, 1] Una matriz hermitiana A de tamano nxn es definida
positiva si < Ax,x > es positiva, es decir, xT Az > 0 para todo vector real o

complejo x no nulo.

De esta definicién se desprende una mas: matriz semidefinida positiva. En este

proyecto de tesis se trabaja con matrices semidefinidas positivas.

Definicién 2.7 [4, 20, 1]: Sea A una matriz simétrica, se dice que A es semi-

definida positiva(SDP) si

tTAx <0 para todo x € R

A continuacién se presentan tres teoremas los cuales ayudan a verificar que
la matriz hessiana asociada a la funciéon objetivo sea semidefinida positiva.
En este trabajo de tesis se utiliza el Teorema 2.4 para verificar que la matriz

hessiana sea semidefinida positiva. Este teorema se basa en obtener los valores
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propios de la matriz hessiana. Otra manera de chequear que la matriz sea
semidefinida positiva es mediante el Teorema 2.5, el cual se basa en obtener
las submatrices de la matriz hessiana. El Teorema 2.6 se basa en obtener los

menores principales de la matriz hessiana.

Teorema 2.4 [10] Si Q es semidefinida positiva entonces los valores propios

de Q@ son no negativos.

Demostracion: Sea v un valor propio de la matriz (), entonces Qx = yx para

algin = # 0. Entonces, 0 < 27Qx = 27 (yz) = vaTx, por lo cual v > 0. m

Teorema 2.5 [10] Si Q = 0 (semidefinida positiva) entonces cualquier sub-

matriz principal de Q) es semidefinida positiva.

Teorema 2.6 [10] Suponga que Q) es una matriz simétrica. Entonces Q) es
semidefinida positiva si y solo si todos los menores principales de () son posi-

tivos.

El siguiente teorema prueba que la suma de submatrices semidefinidas positivas
es semidefinida positiva. El método que se propone en esta tesis para resolver
problemas de programacion cuadratica donde la funcién objetivo no es convexa,
las restricciones son lineales y las variables son binarias, se basa en dividir
la matriz asociada a la funcién objetivo en la suma de sus submatrices. Ver

Capitulo 3.

Teorema 2.7 Si(Q) es semidefinida positiva y P semidefinida positiva entonces

Q + P es semidefinida positiva.

Definicién 2.8 Una matriz A simétrica es llamada diagonalmente dominante

Si:
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Qg4 Z Z];ﬁz ’aijl; 1= 1,2,...,n.

El método que utiliza CPLEX para obtener una reformulacién convexa de la

funcién objetivo se basa en el Teorema 2.8.

Teorema 2.8 Si A es diagonalmente dominante entonces A es semidefinida

positiva.

2.1.2 FUNCIONES CONVEXAS

En esta secciéon se introducen conceptos importantes sobre funciones que en
capitulos siguientes se utilizan, como el caso de funcién convexa. En este tra-
bajo de tesis se trabaja con funciones cuadraticas, es decir, funciones de la
forma f(x) = az? + bxr + ¢ donde a,b,c € R o, en forma matricial, se tiene

f(x) = %ZL‘TQ:E + cT'z. El objetivo es optimizar la funcién cuadratica.

Primeramente se definen conceptos como conjunto convexo, funciéon y algunos
conceptos relacionados con éste. Luego se define el concepto de funciéon conve-
xa que es el objetivo de esta seccion. También se presentan algunos teoremas
que se utilizaron en este proyecto. Por ejemplo, el mas importante es el que
dice que, si una matriz es semidefinida positiva entonces la funcién asociada a

la funcién objetivo es convexa.

Definicién 2.9 [26, 20] Un subconjunto C' de R es llamado convezo si cumple

que (1 — Nz + Ay € C para cualquier x,y € C 0 < X < 1.

La definicién se refiere a que si se tienen dos puntos en C', sean x y vy, si
se unen con una linea recta, esta linea esta dentro del conjunto C. Como se
puede observar en la Figura 2.1 a), se tienen un conjunto convexo ya que si se

toman cualesquier pareja de puntos y se unen con una linea recta, esta linea
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N

a) Conjunto convexo b) Conjunto no convexo

Figura 2.1: Ejemplos de convexidad de conjuntos.

estd dentro del mismo conjunto. De modo contrario, en la Figura 2.1 b), la
linea que une a dos puntos no esta dentro del conjunto, por tanto no es un

conjunto convexo.

Definicién 2.10 [21] Una funcion f(z) : R* — R es una funcion convexa
%!

fOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y) (2.1)
para todo x,y € R", para todo \ € [0,1]. Si la desigualdad es estricta para todo

x#yyXe(0,1), se dice que la funcion es estrictamente conveza.

Ahora, si la desigualdad es de mayor o igual en la Ecuacién (2.1) se dice que

la funcién es céncava, como se define a continuacion:

Definicién 2.11 Una funcion f(z) : R* — R es una funcién céncava si:

FOz+ 1 =XNy) > M(z)+ (1 =N F(y)

Para todo z,y € R", para todo A € [0,1]. Si la desigualdad es estricta para

todo x £y y A € (0,1), se dice que la funcion es estrictamente concava.

La Figura 2.2 hace referencia a una funcién convexa en donde se puede obser-

var que si se toman cualesquiera dos puntos en la funcién y se unen con una
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(v £(w))
w (L= 0)f () +tf )"/

£ f(w)

' -
w=(1—t)x+ty y

a) Funcién convexa

Figura 2.2: Ejemplo de funcién convexa.

linea recta, esta linea siempre esta por arriba de la funcién objetivo, o lo que es
lo mismo, la porcion de funcién entre estos dos puntos siempre esta por debajo

de la linea recta.

Las funciones convexas aparecen muy frecuentemente en funciones objetivo de
problemas de optimizacién. Por ejemplo, en un problema de programacion li-
neal, donde la funcién es de la forma f(x) = ¢’z +d (c es un vector de costos y
x es el vector de variables), en un problema de programacién cuadrética, donde
la funcién objetivo es de la forma %xTQ:U + Tz (c es un vector de costos,  es
el vector de variables y Q es la matriz hessiana) y Q es una matriz semidefinida

positiva, entre otras funciones.

Los problemas en los que la funcién objetivo es convexa y las restricciones for-
man un conjunto convexo son llamados problemas convezxos. Estos problemas

tienen numerosas propiedades tedricas importantes, por ejemplo, si el problema
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de optimizacién tiene como objetivo minimizar, entonces garantizan la existen-

cia de un minimo.

El siguiente teorema garantiza que si la funcion es convexa entonces tiene
un minimo. Ahora si tenemos un problema de maximizacion solo hay que
comprobar que la funcién sea concava para garantizar que existe un punto

mAaximo.

Teorema 2.9 [10] Suponga que Q) es semidefinida positiva. La funcion f(x) =
%xTQx + cTx tiene un minimo en x* si y solo si x* es una solucion de la

siguiente ecuacion:

Vfix)=Qxr+c=0.

Hasta el momento se ha definido funcién convexa. En este trabajo de investi-
gacion se trabaja una funcion cuadratica que no es convexa. Lo que se desea
es que esta funcion cuadratica sea convexa. En el Capitulo 3 se explican al-
gunos métodos para convexificar la funcion. Toda funcién cuadratica tiene
asociada una matriz hessiana, los elementos de esta matriz son los coeficientes
del término no lineal de la funcién cuadratica. Si esta matriz es semidefinida
positiva entonces la funcién es convexa como se ve en el Teorema 2.10.

Teorema 2.10 [10] La funcién f(z) = 327 Qx + 'z es una funcidn conveza

sty solo si Q) es semidefinida positiva.

Demostracion: Suponga que () no es una matriz semidefinida positiva, en-
tonces existe r tal que r7Qr < 0. Sea z = Or, entonces f(z) = f(Or) =
%927“@7“ +0cl'r es estrictamente céncava en el subconjunto {z |x = 6r}, ya que

rTQr < 0. En consecuencia, f(z) no es una funcién convexa.

Ahora, suponga que @ es semidefinida positiva, entonces para V A € [0,1] y V

x,1y se cumple que:
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fOz+(1=X)= fly+1-2X)
= sWHXz+9)"Qy+ Mz —y) + " (y+ Mz —y))
= 'Qy+ Az —y)"Qy+ 3 (x —y)TQ(z —y) + A'x

+(1 =Nty
< Wy + Mz —y)"Qu+ Mz — )" Qx —y) + Al
+(1 =Nty

= $AQu + 5(1 =Ny Qy + AcTw + (1= ATy
= M)+ 1 =X)f(y),

Entonces esto muestra que f(x) es una funcién convexa. m

Los métodos para convexificar funciones cuadraticas, que en este trabajo de
tesis se presentan, se basan en hacer semidefinida positiva la matriz hessiana
y por el Teorema 2.10 la funcién objetivo es convexa. Luego se aplica un B&B
para obtener soluciones 6ptimas. Esta metodologia se presentara en capitulos

posteriores.

2.2 PROGRAMACION CUADRATICA

Muchos problemas que aparecen en la vida cotidiana pueden ser representados
mediante un modelo matematico analizando el comportamiento del problema
o bien predecir su comportamiento futuro, de tal manera que se hacen las
suposiciones y restricciones necesarias para representar las limitaciones que
tiene el problema que se quiere modelar. En muchos casos se pueden utilizar
modelos matematicos que, mediante letras, nimeros y operaciones, representan

variables, magnitudes y sus relaciones.
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2.2.1 CONCEPTOS BASICOS

Un modelo matematico consta al menos de tres conjuntos basicos de elementos

[19]:

- Variables de decisién que son incognitas que deben ser determinadas a
partir de la solucion del modelo y de los parametros que representan

valores conocidos del problema o bien que se pueden controlar.

- Restricciones que son limitaciones asociadas al problema y son relaciones
entre las variables de decision y magnitudes que dan sentido a la solucion
del problema. Por ejemplo, si se estan elaborando juguetes es evidente que
no se pueden fabricar -3 juguetes. Entonces aqui se tendria una restriccién

de no negatividad.

- La funcién objetivo es una relacion matematica entre las variables de
decision, parametros y una magnitud que representa el objetivo del pro-
blema. Por ejemplo si el objetivo de un problema es minimizar los costos
de operacién, la funciéon objetivo debe expresar la relacién entre el costo

y las variables de decision.

Un problema de optimizacion consiste en encontrar la mejor solucién que mi-
nimice (costos, tiempo, error, etc) o maximice (ganancias, produccion, eficien-
cia, etc.) una funcién objetivo, es decir, encontrar una solucién que satisfaga
todas las restricciones y ademas que el valor de la funcién objetivo sea minimo
o maximo dependiendo de lo que se requiera en el modelo asociado al problema
de optimizacién. Si la funcién objetivo asociada al problema de optimizacion
es lineal, con restricciones lineales y variables continuas, entonces se tiene un

problema de programacion lineal.

La programacion no lineal es el proceso de resolucion de un sistema de igualda-
des y desigualdades sujetas a un conjunto de restricciones sobre un conjunto de

variables reales desconocidas, con una funcién objetivo a maximizar, cuando
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alguna de las restricciones o la funcién objetivo son no lineales. Si la funcion
objetivo es modelada mediante una funcién cuadratica, con restricciones li-
neales y variables continuas entonces se tiene un problema de programacion

cuadratica que es un caso particular de optimizacién no lineal.

2.2.2 MODELACION MATEMATICA

Un problema de programacion cuadratica consiste en optimizar una funcion
objetivo cuadratica compuesta de un conjunto de variables de decisiéon con-
tinuas sujeto a restricciones lineales. Se puede modelar matematicamente el

problema cuadratico como sigue (en su forma estandar) [8, 21, 10]:

minimizar f(z) = 327 Qz + 'z
sujeto a: Ar=1» (2.2)
reR"”

En el modelo (2.2) z es el vector que esta compuesto de las variables de deci-
sion, () es la matriz hessiana asociada a la funcién objetivo, donde los elementos
que la componen son los coeficientes del término cuadratico de la funcion, A es
una matriz que representa a las restricciones asociadas al problema de optimi-
zacion y cuyos elementos son nimeros reales, c es el vector de costos lineales

y b es un vector cuyos elementos son nimeros reales.

Los problemas de programacién cuadratica pueden ser clasificados de la si-

guiente manera, basados en la estructura de su modelo matemadtico (2.2) [8]:

e Problemas bilineales: se presentan cuando en la matriz () existen dos sub-
vectores de distintas variables y y z de x tal que, el problema es lineal

cuando uno de estos vectores se fija.
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e Problemas cuadraticos concavos o convexos: se presentan cuando la matriz
@ es semidefinida negativa o bien cuando tenemos una funcién céoncava o

convexa. En este trabajo de tesis se estudian este tipo de problemas.

e Problemas cuadraticos indefinidos: aparecen cuando la matriz Q tiene
valores propios tanto positivos como negativos. Desde el punto de vista

de solucién, estos problemas son los mas intratables.

Muchos problemas de optimizaciéon son modelados mediante programacion
cuadrética como por ejemplo, el problema de asignacién cuadratica [19], asig-
nacién de tareas [19], problemas de planeacién justo a tiempo [25], problemas
de diseno territorial [28], etc. Otras aplicaciones de la programacién cuadréti-
ca son, por ejemplo, en el area financiera. Se pueden realizar analisis, usando
modelos de programacion cuadratica para determinar la seleccién de estrate-
gias éptimas de inversién [19]. En el drea de economia, se utilizan modelos
de equilibrio para analizar expectativas de cambio en condiciones econdémicas,

prediccién de precios e incremento de la inflacién [19].

2.2.3 ANTECEDENTES

El modelo de un problema de programacion cuadratica esta compuesto por una
funcion cuadratica, sujeto a restricciones lineales y variables reales, ver modelo
(2.2). En esta seccién se mencionan los métodos que se han desarrollado para

la solucién de estos modelos.

La funcion objetivo tiene asociada una matriz hessiana, cuyos elementos son
los coeficientes del término no lineal de la funcién. Si esta matriz es semidefi-
nida positiva por el Teorema 2.10 la funcién es convexa por lo que se convierte
en un problema de programacion convexa. Esto implica que cualquier 6ptimo

local es equivalente a tener un 6ptimo global en problemas convexos [21] y se
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puede encontrar este punto mediante numerosos algoritmos. En particular, si
la funcion es convexa se pueden aplicar algoritmos que resuelven el problema
en tiempo polinomial, como por ejemplo, el algoritmo de elipsoide de Khachi-

yan 6 métodos de puntos interiores [25, 23, §].

En la Seccién 2.2.1 se menciona que los problemas de programacién cuadrati-
ca se pueden clasificar en problemas bilineales, convexos e indefinidos. Estos
problemas pueden ser resueltos de diferentes maneras. Por ejemplo, para los
problemas bilineales, se han propuesto algoritmos de corte polar, reescriben el
problema como un problema de max-min y se propone un algoritmo de ramifi-
cacién y acotamiento para resolver este problema [8]. Para problemas convexos
se aplican métodos de puntos extremos, métodos de corte de plano, reduccion
a un problema bilineal, etc. Para problemas cuadraticos indefinidos se pueden

aplicar técnicas de descomposicién [8].

Un modelo de programacion cuadratica, donde la funcién es convexa (@ es
semidefinida positiva), sujeta a restricciones lineales y variables reales, es un
problema facil de resolver, es decir, existe un algoritmo que resuelve este tipo
de problemas en un tiempo polinomial (tiempo razonable), como por ejemplo,

el método de elipsoide [23].

El dual asociado al problema de programacién cuadratica esta dado por [8]:

maximizar d(z,y) =b"y — 127 Qu
sujetoa: ATy —Qr+s=c (2.3)

s>0

donde y € R™.

Otros algoritmos para resolver problemas de programacion cuadratica se basan
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en el dual asociado al problema de programacién cuadratica, modelo (2.3). Por
ejemplo, métodos de puntos interiores, métodos de gradiente conjugado, méto-
dos de barrera logaritmica para problemas de programacién cuadrética, etc. [8].
Por ejemplo, el método de barrera logaritmica [8] se basa en que la convergen-
cia cuadratica estd en una vecindad del camino central. Este método es usado
para determinar cotas superiores para la diferencias entre la funcion de barrera
y el valor objetivo entre un punto en el camino y un punto de su vecindad.
Asume tres condiciones para poder aplicarlo a un problema de programacion
cuadratica. La primera condicion es que la funcién sea convexa con derivadas
continuas de primer y segundo orden. La segunda que la region factible sea no
vacia, y tercera, que la region factible sea acotada. Ademads, este algoritmo rea-

liza un nimero de iteraciones que es polinomial para mayores detalles vedse [8].

Se ha mencionado que un problema de programacién cuadratica convexo es
facil de resolver. Ahora bien, si la matriz asociada a la funcién objetivo es no
convexa (@ es definida negativa), el problema es NP-duro, es decir, no existe
un algoritmo que lo resuelva en tiempo polinomial. Esto fue demostrado por

Sahi [27] en 1974.

En este proyecto de investigacion se trabaja con un modelo de programacion
cuadratica el cual tiene una funcion objetivo no convexa con variables binarias.

Este problema se puede modelar en forma general de la siguiente manera:

minimizar f(z) = 327 Qxz + 'z
sujeto a: Ar =10 (2.4)
z e {0,1}"

El problema (2.4) es NP-duro [27].

Cuando la funcién objetivo de un problema de programacién cuadratica es
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convexa, las restricciones son lineales y las variables son binarias, se pueden
encontrar soluciones 6ptimas mediante un método de ramificacién y acota-

miento basado en relajaciones continuas.

Existen otros métodos para resolver problemas de programacion cuadratica en
donde las variables de decisién son binarias, por ejemplo: linealizaciones, rela-
jaciones, descomposicién, etc. [25]. Como ya se menciond antes, este trabajo
de tesis esta basado en realizar reformulaciones convexas, para aprovechar la

estructura del modelo de programacién cuadratica con variables binarias.

En el Capitulo 3, se definen métodos existentes basados en convexificar la fun-
cién objetivo, es decir, hacer que la matriz () asociada a la funciéon objetivo sea
semidefinida positiva. También se presenta una nueva reformulacion convexa,
basada en la estructura diagonal a bloques de la matriz hessiana (en el caso

en que se presente). Se presentan cuatro métodos:

Método que utiliza CPLEX.

Método de minimo valor propio.

Método basado en programacién semidefinida

Método basado en la estructura diagonal a bloques de la matriz hessiana.

Este ultimo es la contribucién de esta tesis.



CAPITULO 3

REFORMULACIONES CONVEXAS

En el capitulo anterior se mencionaron algunos antecedentes de problemas que
se modelan mediante programacion cuadratica y los métodos que existen para
resolver este tipo de problemas. El problema que se estudia en esta investiga-
cién es un problema cuadratico binario (el valor de las variables de decisién es
cero o uno) no convexo. El método que se emplea para resolverlos consiste en
hacer que la funcién objetivo sea convexa. Este tipo de métodos son llamados
métodos de reformulaciones convexas. El objetivo de este capitulo es describir

en qué consisten algunos de ellos.

Primeramente, se define brevemente en qué consiste una reformulacion convexa
en la Secciéon 3.1. Luego, en la Seccion 3.2 se presentan los cuatro métodos que
se utilizan para resolver el problema de programaciéon no convexa que se trata
en esta tesis. Estos métodos se basan en la perturbacion de la matriz hessiana,
mediante diferentes parametros, para obtener una matriz semidefinida posi-
tiva y por tanto hacer que la funcién objetivo sea convexa. Luego, mediante
un método de ramificacién y acotamiento se pueden encontrar soluciones 6pti-

mas al problema de programacion cuadratica no convexo con variables binarias.

En este capitulo se presenta el método para resolver problemas cuadraticos no
convexos que se propone en esta tesis. Este método se basa en la estructura

diagonal a bloques de la matriz hessiana, si es que se presenta el caso.

26
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3.1 CONCEPTOS BASICOS

El concepto de reformulacion ha tomado un rol importante dentro de la optimi-
zacion, como por ejemplo en programacion lineal, cuando la funcién objetivo es
modelada mediante una funcién del tipo min max, funciones lineales en trozos,

o en programacién cuadratica, cuando la funcién es no lineal, no convexa. [13].

Esta secciéon se enfoca en el caso de programaciéon cuadratica en donde se tiene
una funcién cudratica no convexa en variables binarias. Una reformulacién con-
vexa de dicha funcién objetivo permite tener una funcién equivalente (tal que
ésta sea convexa) a la funcién objetivo del problema no convexo. Esto quiere
decir que, en puntos binarios del espacio de solucién, la funcién equivalente
tiene el mismo valor objetivo que la funcién original. Por lo tanto, si unas solu-
ciones son éptimas para la funcion equivalente entonces también son optimas
para la funcién original. Sin embargo, para soluciones reales, los valores de las

reformulaciones convexas ya no coinciden con los de la funcién original.

A continuacion se muestra un ejemplo sencillo. Si tenemos la funcién cuadrati-
ca f(z) = 2 —2x — 2 y sea x € {0,1}. Una funcién equivalente a f(z) es
g(z) = —2* — 2 ya que cuando =z = 0, f(z) = g(z) = —2. Cuando z = 1,
f(z) = g(x) = =3, por lo que se concluye que en puntos binarios las funciones
son iguales y por lo tanto f(x) y g(z) son funciones equivalentes. Ahora, si
x = 0.5, f(0.5) = —2.75 # —2.25 = ¢(0.5), se puede observar que cuando la
variable x toma valores que no son binarios las funciones no son iguales. La

Figura 3.1 muestra las funciones f(z) y g(z).

Existen diferentes reformulaciones convexas para la funciéon objetivo, por lo
que es interesante encontrar buenas reformulaciones convexas, es decir, que las

relajaciones continuas sean buenas. Las buenas relajaciones son las que simpli-
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Figura 3.1: Ejemplo de funcién equivalentes.

fican el problema y hacen mas eficiente los procedimientos de solucién y cuya

resoluciéon proporciona una muy proxima a la solucién del problema original.

En la siguiente seccién se mencionan algunos métodos para obtener funciones
equivalentes a funciones cuadraticas. Se describe, a grandes rasgos, cémo fun-
cionan estos métodos ya existentes. Solo se entrara en detalle en el método que
se propone en esta tesis que aprovecha la estructura a bloques de la matriz

hessiana.

3.2 METODOS DE REFORMULACIONES CONVEXAS

Existen varios métodos de reformulaciones convexas basados en la perturba-
cion de la matriz hessiana. En esta seccién se estudian: el método que utiliza
CPLEX para convexificar la funcién objetivo, el método basado en la perturba-
cién de la matriz hessiana mediante su minimo valor propio y el método basado

en programacion semidefinida. El primer método se explica en la Subseccion
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3.2.1. Este método aprovecha el hecho de que la matriz hessiana sea simétri-
ca diagonal dominante. El segundo método viene explicado en la Subseccién
3.2.2. Este método es muy sencillo de aplicar, pero su relajacién continua no
es buena, lo que causa que el tiempo de ejecucién en el B&B sea muy grande,
mientras que el tercero se trata en la Subseccién 3.2.3. Este método consume
mucho tiempo para calcular los pardmetros con los que se perturba la matriz
hessiana, pero al aplicar el B&B, el tiempo es muy corto ya que la reformulacion
convexa que se obtiene al utilizar este método, es tal que su relajacién conti-
nua es lo mas cercana posible a la relajacién continua de la funcién original. El
método que se propone en esta tesis es una nueva reformulacion que aprovecha
la estructura diagonal a bloques de la matriz hessiana, el cual serd definido en

la Subseccion 3.2.4.

Otros métodos de reformulaciones convexas han sido desarrollados por Plateau,
Billionnet y Elloumi. [24] y Billionnet, Elloumi y Plateau [2] donde combinan
programacion semidefinida y programacion cuadratica entera mixta. En estos
diferentes trabajos, el problema inicial es reformulado en un problema equiva-

lente en variables 0-1 con una funcién objetivo cuadratica convexa.

3.2.1 METODO QUE UTILIZA CPLEX

Existe software para resolver problemas de programacién cuadratica como por
ejemplo: EXCEL, LINGO, LINDO, CPLEX [19]. En este proyecto de investi-
gacion también se utilizé uno de estos software para resolver el problema de

programacion cuadratica que presentamos en el Capitulo 4: CPLEX [6].

Cuando se utiliza CPLEX para resolver este tipo de problemas se tienen que

seguir los siguientes pasos [6]:

1.- Escribir el modelo de optimizacion, utilizando una instancia, en el formato

que requiere CPLEX] el cual es:
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Minimizar

obj: Aqui escribir la funcién objetivo del problema. Se escribe el término
cuadrético (va escrito entre [ |/2) més el término lineal.

Subject to:

cl: Aqui va una restriccién, las restricciones deben de ser de menor o igual
y ademas del lado derecho de la desigualdad solo debe haber ntimeros.

¢2: Aqui va otra restriccién.

cn: Aqui va la restriccién niimero n

Bounds

Aqui van las cotas para las variables de decision, si es que las hay
General, Integer o Binary (dependiendo del tipo de variable que sea)

Aqui van las variables.

End
2.- Cargar el archivo a CPLEX con la instrucciéon read.

3.- Seleccionar el tipo de modelo, en este caso es un modelo de programacion

cuadratica, asi es que se escribe lo siguiente: change problem qp.

4.- Optimizar el problema con la instruccién optimize.

El método que utiliza CPLEX para optimizar un problema de programacion
cuadratica entera mixta consiste en, primero, verificar si la matriz hessiana es
semidefinida positiva. Si lo es, comienza la optimizacién del problema de pro-
gramacién cuadrdtica mediante un algoritmo de barrera (puntos interiores).
Ahora si es un problema en el que se tienen variables binarias o enteras, op-
timiza mediante un método de B&B. Si la matriz no es semidefinida positiva,
CPLEX convexifica, es decir, modifica la matriz hessiana para hacerla semide-
finida positiva. Se basa en el hecho de que la matriz () sea simétrica diagonal
dominante (ver Definicién 2.8 del Capitulo 2). Una matriz simétrica de diago-
nal dominante es semidefinida positiva por el Teorema 2.8. CPLEX modifica

la matriz hessiana agregando el elemento de la diagonal a los otros elementos
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de la fila 7 y se puede obtener un cambio en la diagonal que va a hacer que
Q sea semidefinida positiva. Algunas heuristicas se aplican luego para reducir

esta cantidad si es posible.

Como ya se ha mencionado, se utiliz6 el método de convexificacion de CPLEX
para resolver varios problemas de planeacién justo a tiempo (ver Capitulo 4)
para encontrar soluciones 6ptimas. En el Capitulo 5 se presentan a detalle los

resultados que se obtuvieron.

3.2.2 METODO BASADO EN EL MINIMO VALOR PROPIO

Este método fue propuesto por Hammer y Rubin [17] en 1970 y estd basado en
perturbar la diagonal de la matriz hessiana con el minimo valor propio de ésta,
es decir, a cada elemento de la diagonal se le resta el minimo valor propio de
la matriz hessiana [17]. Esto garantiza que la matriz hessiana sea una matriz
semidefinida positiva y, por el Teorema 2.10 del Capitulo 2, la funcién objetivo

sera convexa.

De la formulacién de un problema de programacion cuadratica, ver Ecuacion
(2.2), si la funcién objetivo f(z) = 127Qz + ¢’z no es convexa, es decir, la
matriz () no es semidefinida positiva, () > 0, se puede, mediante el método
de minimo valor propio, hacer que la matriz () sea semidefinida positiva. El

procedimiento de este método es el siguiente:

1.- Obtener el minimo valor propio A de la matriz hessiana.

2.- Obtener una reformulaciéon convexa de la funcién objetivo perturbando
la matriz hessiana con el pardmetro A. Se resta A a los elementos de la
diagonal de la matriz, @ — Diag(\). Suponiendo que las variables en la
funcién objetivo son binarias, si se resta A a los elementos de la matriz

hessiana, entonces, se tiene que sumar para mantener un equilibrio. Las



CAPITULO 3. REFORMULACIONES CONVEXAS 32

@ ay @y - a, a@w-i o4 a4 oa

ay ap ap @, W apha

O=|ay a, ay - a, I T S

R N
No SDP SDP

Figura 3.2: Método de minimo valor propio.

variables son binarias, es decir, z =06z =1,siz =1,22 =1 = x,
entonces, se suma A a cada una de las variables lineales en la funcion
objetivo, para mantener un equilibrio. Matematicamente se tiene que:

o) = %xT(Q — Diag(\)z + (c+ Nz (3.1)

3.- Ahora la matriz perturbada es semidefinida positiva y por el Teorema
2.10 se tiene una funcién equivalente convexa a la funcion original. Se
procede a utilizar un B&B para obtener soluciones éptimas a la funcion
equivalente, por lo tanto estas soluciones también son éptimas para la

funcién original.

La Figura 3.2 muestra una matriz que no es semidefinida positiva (No SDP) y
perturbando la diagonal de la matriz hessiana con el minimo valor propio de

ésta se obtiene una matriz semidefinida positiva (SDP).

La reformulacién convexa que resulta usando este método tarda demasiado
tiempo en converger a una soluciéon 6ptima cuando se aplica el B&B. Esto se
debe que la calidad de la cota inferior obtenida mediante la relajacién conti-
nua del problema reformulado no es buena para problemas de planeacion justo
a tiempo con penalidades de adelanto y retraso. Sin embargo el tiempo para
obtener esta reformulacién convexa es despreciable (ya que solo se requiere
calcular el minimo valor propio de la matriz). Estos comportamientos se mues-
tran en algunos resultados obtenidos, aplicando este método a un problema de

planeacién justo a tiempo en el Capitulo 5.
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3.2.3 METODO BASADO EN PROGRAMACION SEMIDEFINIDA

La programacién semidefinida (SDP, por sus siglas en inglés) es un caso especial
de la programacion convexa. La idea general de la programacién semidefinida
[7] es optimizar una funcién lineal sujeta a restricciones lineales con la con-
diciéon de que haya una matriz semidefinida positiva, ya que el conjunto de

matrices semidefinidas positivas constituye un conjunto convexo.

Los problemas de programaciéon semidefinida son interesantes debido a que
existen importantes aplicaciones en optimizacién combinatoria, teoria de apro-
ximacién [12], teorfa de sistemas de control [12], ingenieria mecéanica y eléctrica
[12], etc. Algunas aplicaciones en optimizacién combinatoria son: funcién de
Lovész [7], problemas de max-cut y extensiones [7] y problemas de planeacién

justo a tiempo [25].

La programacién semidefinida minimiza o maximiza una funcién objetivo lineal
con restricciones lineales de igualdad, con la condicién de que haya una matriz

semidefinida positiva [12]:

minimizar o e
SDP: ¢ sujetoa X =>" Fua;,— Fp (3.2)
X >0

Un aspecto muy importante de la programacion semidefinida es que estos
problemas pueden ser resueltos en tiempo polinomial mediante algoritmos de
puntos interiores [7]. Algunos algoritmos que pueden resolver problemas de
programacion semidefinida son: algoritmos de funciones de barrera, métodos
primal dual, métodos de escala afin (affine-scaling methods), métodos de re-
duccién potencial primal-dual, métodos de inicio infactible (infeasible-start

methods), métodos que solo utilizan informacién del gradiente, etc. [7].
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Existen en la actualidad, softwares que resuelven problemas de programacion
semidefinida, por ejemplo: SDPA y CSDP. SDPA [11] es un algoritmo de pro-
gramacion semidefinida basado en el método de punto interior primal-dual,
trabaja con la forma estandar de un programa semidefinido y su dual. CSDP
[3, 18] maneja un algoritmo que es un predictor-corrector primal-dual de ba-
rrera, ademas puede trabajar con matrices generales simétricas y matrices con

una estructura a bloques.

En este trabajo de tesis se utilizé el software CSDP para resolver problemas de
programacion semidefinida, el cual utiliza el método de punto interior primal-
dual [18]. Ademas, se realiz6 el programa semidefinido asociado al modelo de un
problema de planeacion justo a tiempo con penalidades de adelanto y retraso
para una instancia pequena. Se deja como trabajo a futuro la implementacién

de este método, ver Capitulo 5.

Esta reformulacion convexa [2] busca encontrar que la relajacién continua sea
la mejor cota inferior y asi disminuir el tiempo de cémputo en el método de
ramificacién y acotamiento. A diferencia del método de minimo valor propio,
en este método se perturban todos los elementos de la matriz hessiana median-
te parametros encontrados, que son los valores duales de las restricciones del
programa semidefinido, mediante la resolucién de un programa semidefinido

asociado al problema de programacion cuadratica.

El objetivo de este método es determinar los mejores parametros que hacen
que la funcién equivalente obtenida sea convexa y ademas, que la cota inferior
obtenida mediante relajacién continua sea maxima, es decir, que la funcion

equivalente este lo mas cercana a la funcién objetivo original. Ver Figura 3.3.

Como ya se ha mencionado a lo largo de los capitulos de esta tesis, en un
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Funcién equivalente

Figura 3.3: Ejemplo de funcién equivalentes
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Figura 3.4: Método de programacion semidefinida.

problema de programacion cuadratica binaria no convexa, se tiene una matriz
() asociada a la funcién objetivo la cual no es semidefinida positiva. Al aplicar
este método lo que se obtiene son parametros con los cuales se perturba la ma-
triz hessiana y de esta manera se obtiene una matriz semidefinida positiva. Por
lo tanto se tiene ahora una funcién equivalente convexa a la funcién original,

como se muestra en la Figura 3.4.

El método consta de los siguientes pasos:

1.- Obtener el programa semidefinido asociado al problema de programacién

cuadratica mediante calculos algebréicos.

2.- Utilizar CSDP para obtener los parametros con los que se perturban cada

uno de los elementos de la matriz hessiana y de esta manera obtener una
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¢ 0

Figura 3.5: Matriz hessiana con estructura a bloques.

matriz semidefinida positiva.

3.- Aplicar un método de B&B para obtener soluciones 6ptimas de la funcién

equivalente.

En este trabajo de tesis se realiz6 el paso 1, ver Capitulo 5. Los pasos 2 y 3

del método se dejan como trabajo a futuro.

3.2.4 METODO BASADO EN LA ESTRUCTURA DIAGONAL A

BLOQUES DE LA MATRIZ HESSIANA

En esta Subseccién se describe el método propuesto para convexificar funciones
objetivo cuadraticas. Este método esta basado principalmente en la estructura

de la matriz hessiana.

Para algunos problemas de programacion cuadratica, la matriz hessiana presen-
ta una estructura diagonal a bloques, como se muestra en la Figura 3.5. Esta
estructura diagonal a bloques se presenta en problemas de planeacién justo
a tiempo [25], en donde se desea secuenciar un conjunto de tareas en maqui-

nas paralelas, en una formulacién de un problema de disefio territorial [28], etc.

Si se cuenta con un problema en el que la funcién objetivo sea cuadratica y

ademas la matriz asociada a la funcion objetivo presenta una estructura dia-
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Figura 3.6: Descomposicién de la matriz hessiana en submatrices.

gonal a bloques, se puede aplicar el método que se propone en esta tesis: el

método basado en la estructura diagonal a bloques de la matriz hessiana.

En este método, se aprovecha esta estructura, separando la matriz original en
submatrices que representan a cada bloque, tal que la suma de estas subma-
trices den como resultado la matriz original, como se muestra en la Figura 3.6.
Esto puede realizarse ya que toda matriz puede descomponerse en submatrices
(ver Capitulo 2). En este caso cada submatriz representa a un bloque de la
matriz original. Luego, sumando cada submatriz se obtiene la matriz original.
Si cada una de estas submatrices es semidefinida positiva, por el Teorema 2.7,
entonces la suma de estas matrices da como resultado una matriz semidefinida

positiva.

El objetivo de este método es obtener una matriz semidefinida positiva, para
garantizar la convexidad de la funcién objetivo. Este método hace semidefinida
positiva cada submatriz de la matriz original mediante dos métodos de con-
vexificacion mencionados en subsecciones anteriores: método del minimo valor

propio y método de programacion semidefinida.

Utilizando el método de valor propio o el método de programacién semidefinida

se obtienen los parametros con los que se perturban cada una de la subma-
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trices. Estos parametros hacen que las submatrices se vuelvan semidefinidas
positivas y, por el Teorema 2.7, la matriz original es semidefinida positiva y,

por el Teorema 2.10 la funcién objetivo es convexa.

Los pasos a seguir en este método son:

1.- Descomponer la matriz hessiana en submatrices.
1.- Obtener el minimo valor propio de cada submatriz.

2.- Obtener una reformulacién convexa de la funcién objetivo perturbando
cada bloque de la matriz hessiana con el minimo valor propio que le

corresponda a cada submatriz.

3.- Utilizar un método de ramificacién y acotamiento para obtener soluciones
6ptimas de la funcién equivalente y por lo tanto éptimas para la funcién

original.

El objetivo principal de hacer semidefinida positiva cada submatriz de la ma-
triz hessiana es disminuir el tiempo de computo en el método de ramificacion
y acotamiento. Ademas, el tiempo de computo al hacer semidefinida cada sub-

matriz es menor que al hacer semidefinida toda la matriz.

Hasta donde se tiene conocimiento este es el primer trabajo en donde se apro-
vecha la estructura de la matriz hessiana para proponer nuevas reformulaciones
convexas de la funcién objetivo. En el Capitulo 4 se presenta un problema de
planeacién justo a tiempo en donde la funcién objetivo cuadratica no es conve-
xa. Ademas las variables de decision son binarias y la matriz hessiana presenta
una estructura diagonal a bloques, por lo que se utiliza la reformulacién que
se propone en esta tesis, es decir, se aprovecha la estructura a bloques que
presenta la matriz hessiana en la funcién objetivo y ademas se utiliza tanto
el método de minimo valor propio como el método de programacién semide-

finida para hacer semidefinida cada una de las submatrices. En el capitulo 5
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se presentan los resultados experimentales obtenidos al aplicar este método

combinado con el método de minimo valor propio.



CAPITULO 4

APLICACION: PLANEACION JUSTO A

TIEMPO

A lo largo de los capitulos en esta tesis, se ha hablado de como resolver
problemas de programacién cuadréatica binaria no convexa. En el capitulo ante-
rior se presentaron métodos para resolver problemas de programacion cuadrati-
ca binaria no convexa. En este capitulo se presenta un pro-blema de planeacion
justo a tiempo, en el que la funcién objetivo es cuadratica no convexa, las res-

tricciones son lineales y las variables binarias.

Primeramente, en la Seccion 4.1 se define en qué consiste un problema de
planeacién justo a tiempo, en el que se desea secuenciar un conjunto de ta-
reas en maquinas paralelas donde todas las tareas tiene asociada una fecha
de entrega comun. Luego en la Seccién 4.2 se menciona como se han resuelto
problemas de planeacién justo a tiempo en la literatura. En este trabajo de
tesis se manejan dos tipos de fechas de vencimiento las cuales se definen en la

Seccién 4.3: restrictiva y holgada.

4.1 PLANEACION JUSTO A TIEMPO

Existen diferentes definiciones para el concepto de justo a tiempo. Una des-
cripcion precisa de este concepto es que la filosofia justo a tiempo indica cero

inventarios, cero transacciones y cero disturbios. En la vida real se puede apre-

40
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ciar lo mencionado anteriormente, por ejemplo, al fabricar un automovil, éste
se tiene que terminar de fabricar justo a tiempo a la fecha de entrega, si el au-
tomovil se entrega antes de la fecha acordada se generan gastos de almacenaje

y si se entrega después el cliente no queda satisfecho.

Mas precisamente, el enfoque de justo a tiempo tiene como objetivo reducir

[22]:
- la complejidad de los detalles de planeacién,
- la necesidad de controlar los centros,

- los niveles de inventario,

- las transacciones asociadas con shop-floor y la compra de sistemas.

El problema que se estudia en esta tesis, consiste en secuenciar n de tareas
en m maquinas paralelas (n < m) que trabajan en velocidades diferentes e

independientes. Se tienen los siguientes conjuntos:

- J es el conjunto de tareas que van a ser procesadas en las m maquinas,

J={1,2,3,...,n}.

- M es el conjunto de maquinas en las cuales se van a secuenciar las n

tareas, M = {1,2,3,...,m}.

A cada tarea i se tiene asociado un tiempo de procesamiento o tiempo de
ejecucion, dependiendo de la maquina j en la cual la tarea se este ejecutan-
do, denotado por p;;. Ademads, todas las tareas tienen asociada una fecha de
vencimiento comun, denotada como d, es decir, se desea que cada tarea quede

terminada de procesar en esa fecha comun.
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Figura 4.1: Ejemplo de secuenciacion de tareas.

El tener en el problema una fecha de vencimiento comtn genera atrasos y ade-
lantos en las tareas con respecto a esta fecha. Lo deseable es que las tareas
terminaran de ser procesadas justo a tiempo a la fecha de entrega. Pero esto
no es posible ya que todas las tareas tienen la misma fecha de vencimiento y el
nimero de tareas es mayor al nimero de maquinas, por lo que algunas tareas
seran terminadas de procesar antes de la fecha de entrega, llamadas tareas
adelantadas, o terminan después de la fecha de vencimiento, llamadas tareas
atrasadas. En la Figura 4.1 se presenta un ejemplo de secuenciacién de cuatro
tareas y dos maquinas, donde el tamano indica el tiempo de procesamiento de
las tareas. Las 4 tareas tienen una fecha de entrega comun d. Si se observa, la
tarea 1 y la tarea 4 quedaron justo a tiempo a la fecha de entrega, mientras
que la tarea 2 terminé de ser ejecutada en la maquina 2 después de la fecha
de entrega. Esta tarea es llamada tarea atrasada. La tarea 3 termind de ser
procesada en la maquina 1 antes de la fecha de entrega comun. Esta tarea es

llamada tarea adelantada.
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Se asocia a cada tarea una penalidad de adelanto o atraso, lo cual permite
penalizar las tareas por adelantado o por retraso para que la mayoria de las
tareas se procesen justo a tiempo a la fecha de entrega comun que se esté mane-
jando. Se tiene una penalidad de adelanto «;, por unidad de tiempo, si la tarea
i termina de ser ejecutada antes de la fecha de entrega comin. De lo contrario,
es decir, si la tarea termina de ejecutarse después de la fecha de entrega comun
se tiene una penalidad (3; de atraso. El objetivo del problema de planeacion
es determinar el tiempo de término de cada tarea i en la méquina en donde
se va a secuenciar, tal que la suma ponderada de penalidades de adelantos y

retrasos sea minimizada.

En la Figura 4.2 se presenta de manera general, la estructura de un problema
de planeacién justo a tiempo. Se tiene que la tarea i + 1 es ejecutada por ade-
lantado, por lo cual se le asocia una penalidad de adelanto a;,1. El costo por
tener esta tarea por adelantado es a1 F;y1 = méx{0,d — C;y1} donde E;yy
representa el adelanto de la tarea ¢ + 1, es decir, si la tarea se hace por ade-
lantado costara d — C;, 1 lo cual representa la cantidad que falté para terminar
justo a tiempo. C;.; representa el tiempo de terminacion de la tarea i + 1.
Ahora si la tarea se realiza justo a tiempo se toma el valor de cero y no tendria
costo. De igual manera, si se tiene una tarea con retraso (en la Figura 4.2 la
tarea i es con retraso) se tiene un costo de 3;7; = max {0, C; — d}, donde T;

representa la cantidad de tiempo que la tarea terminé tarde.

En la Seccion 4.3 se describe a detalle como se expresan en un modelo los

adelantos y retrasos de la tarea i, F; v T} respectivamente.

4.2 ANTECEDENTES

El problema de planeacién justo a tiempo ha sido ampliamente estudiado des-

de hace 15 anos [14]. Algunos trabajos que hay en la literatura se enfocan en
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Figura 4.2: Ejemplo de secuenciacion de tareas.

el estudio de diferentes tipos de problemas de planeacién justo a tiempo, como
por ejemplo, cuando se desean secuenciar un conjunto de tareas en una sola
maquina, cuando se tienen maquinas paralelas 6 maquinas paralelas idénticas.
Otra variante de este tipo de problemas es cuando se tiene una fecha de ven-

cimiento comun holgada o restrictiva.

Gordon, Proth y Chu [14] presentan un estudio amplio de problemas de planea-
cién justo a tiempo con fecha de entrega comin en el caso determinista. Pre-
sentan problemas en donde la funciéon objetivo tiene penalidades por tarea que
se entrega con adelantos y atrasos. Ademas un punto importante de ese trabajo
es que la fecha de vencimiento comun también es una variable de decision. Es
decir, ademas de decidir el tipo de tarea a secuenciar (si se realiza por adelan-
tado o atrasada), también se decide el momento en el que deben ser entregadas
las tareas. Enfocan su estudio en los problemas en los que se tienen una sola
maquina y en los que se presentan maquinas paralelas. Se enfocan, también
en ajustes de la produccién estatica con un conjunto fijo de tareas disponi-
bles para ser procesadas. En este caso consideran los modelos en los cuales
se desean secuenciar n tareas (actividades) en m mdaquinas (recursos), donde
una maquina puede procesar a lo mas un trabajo y el objetivo es optimizar
el tiempo de terminacién de las tareas tomando en cuenta la fecha de entrega

comun.
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Van den Akker, Hoogeveen y Van de Velde [30] presentan un trabajo muy
importante en el que desarrollan un método de generacion de columnas para
el problema de planeacion justo a tiempo con fecha de vencimiento holgada y
penalidades de adelantos y atrasos. Formulan este problema como un problema
de cobertura de conjuntos (set covering problem) con dos restricciones adicio-
nales y un nimero exponencial de variables. Usan generaciéon de columnas y
relajaciones lagrangianas debido a que esta técnica es muy efectiva para resol-
ver relajaciones lineales de problemas de cobertura de conjuntos o particion
de conjuntos (set partitioning). La idea de utilizar generaciéon de columnas es
generar un conjunto inicial de columnas (patrones). Se resuelve la relajacién
lineal del problema (problema maestro) con el que se genera un patrén de so-
luciones. Luego, se usan los valores duales del problema maestro para resolver
el subproblema generador de columnas y generar un nuevo patrén. Si existen
una o mas variables que quedaron fuera del programa lineal con un costo re-
ducido negativo, dependiendo de la implementacion del algoritmo, se anaden
generando un nuevo patron, ya que posiblemente pueden mejorar el valor de la
solucién, y se repite el procedimiento. Si no hay ninguna entonces la solucién
actual es Optima para la relajacion lineal. La relajacion lagrangiana ayuda a
complementar el algoritmo de generaciéon de columnas. Los autores muestran
que la aplicacién de la relajacion lagrangiana puede hacer que el algoritmo
de generacién de columnas termine mas rapido. Resuelven instancias de hasta
125 trabajos en una sola maquina aplicando esta técnica. Muestran que la cota
inferior proporcionada por la relajacion lagrangiana domina a la cota inferior
derivada del algoritmo de generacién de columnas. Ademads, muestran como
la formulacién de programacién lineal puede ser adaptada de tal forma que la
correspondiente cota inferior es igual a la cota inferior proporcionada por la

relajacion lagrangiana.

Otro trabajo basado en utilizar generacién de columnas para problemas de
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planeacién justo a tiempo es el de Chen y Powell [5]. En ese trabajo presentan
un algoritmo de generacion de columnas basado en un algoritmo de descom-
posicion para el problema de secuenciacion de tareas en m maquinas paralelas
idénticas donde la fecha de vencimiento comun es holgada y el objetivo es mi-
nimizar los adelantos y retrasos de las tareas. En este trabajo el problema es
formulado como un problema de programacién entera para luego reformularlo,
usando descomposicién de Dantzing-Wolfe, como un problema de particiéon de
conjuntos. Desarrollan un algoritmo de soluciéon exacta basado en un método
de ramificacién y acotamiento. En el arbol, cada nodo es una relajacién lineal
del problema de conjunto particionado. Esta relajacién es resuelta por medio
de generacién de columnas las cuales que representan secuencias en una sola
maquina y son generadas resolviendo dos subproblemas de secuenciacién en

una sola maquina. Resuelven problemas con 60 tareas en tiempo razonable.

Cuando se tienen maquinas paralelas idénticas [22], en el caso en donde la fecha
de entrega comtn es no restrictiva, se puede afirmar que en cada maquina la
secuencia optima es en forma de V, es decir, el tiempo total de procesamiento
de las tareas que se realizan en la maquina 1 es mayor que el tiempo total de
la maquina 2, el tiempo total de la maquina 2 es mayor que el de la maquina 3
y asi sucesivamente. El nimero de tareas asignadas a cada una de las maqui-
nas es [n/m] o [n/m], el nimero de tareas [n;/2] terminan en el tiempo
d en la maquina j, donde n; es el nimero de tarecas asignadas a la maquina
j. Asumiendo estas ca-racteristicas, si se conoce la asignacién de las tareas a
las maquinas, entonces una secuencia 6ptima en cada maquina es encontrada
usando un algoritmo, el cual encuentra una secuencia 6ptima en tiempo poli-

nomial y las tareas estdn indexadas de acuerdo a p; > ps > ... > p,.

Feldmann y Biskup [9] presentan una metaheuristica para un problema de se-
cuenciacién en una sola maquina donde se tienen penalidades de adelantos y

retrasos, manejan una fecha de vencimiento comun restrictiva. Aplican tres me-
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taheuristicas: Estrategias evolutivas, recocido simulado y umbral de aceptacion
(threshold accepting). Hacen una comparacion entre estas tres metaheuristicas
concluyendo que el método de umbral de aceptacion es muy eficiente al obtener

soluciones muy cercanas a la 6ptima.

Otro trabajo basado en heuristicas es el de Vredeveld y Hurkens [31] en el cual
tratan un problema de secuenciacion de tareas en maquinas paralelas donde
cada tarea tiene asociado un peso y el objetivo es encontrar la secuencia de las
tareas tal que se minimice la suma de todos los pesos asociados a las tareas.
Presentan una comparacion de algoritmos de aproximacion basados en la rela-
jacion lineal (los cuales encuentran una solucién factible en tiempo polinomial)

con heuristicas de busqueda local.

Skutella [29] considera el problema de secuenciacién en méquinas paralelas en
donde se desea minimizar el peso total de los tiempos de terminacién de las
tareas. Formula el problema como un programa entero cuadratico. La contri-
bucion es una relajacion convexa para el problema. Desarrollan algoritmos de
aproximacién basado en relajaciones convexas y programacion semidefinida.
Los algoritmos de aproximacion desarrollados presentan los mejores resultados
conocidos para un problema de secuenciaciéon con rechazo: una tarea puede
ser rechazada o aceptada en el procesamiento. Si hay rechazo se agrega a la

funcién objetivo una penalidad de rechazo.

Otro trabajo basado en programacién cuadratica no convexa es el de Billion-
net, Elloumi y Plateau [2], quienes presentan un método en el que reformulan
un problema cuadratico en variables 0-1 sujeto a restricciones lineales en un
programa cuadrético (0-1) donde la funcién objetivo es cuadrética convexa.
El problema reformulado es resuelto eficientemente mediante un método de

ramificacién y acotamiento. Usan programacion semidefinida para encontrar
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una funcién equivalente convexa para el problema original.

Granot, Skorin-Kapov y Tamir [16] presentan un trabajo en el cual consi-
deran un problema de secuenciaciéon en el que un conjunto de trabajos puede
ser particionado en un ntimero pequeno de subconjuntos. Todos los trabajos
de un subconjunto son idénticos. Cada trabajo debe ser procesado por una de
las maquinas y todos los trabajos estan disponibles para ser procesados en el
tiempo 0. El objetivo es secuenciar los trabajos en las maquinas tal que el total
de tiempo de terminacion de los trabajos sea minimizado. En este trabajo, se
presentan tres casos para el problema mencionado. En el caso 1, los pesos de
los trabajos son independientes pero la méaquina es dependiente, es decir, el
peso de los trabajos que se procesan en la maquina i tiene el mismo valor y
este peso es diferente a los trabajos que se procesen en la maquina j. En el
caso 2, se tienen modelos ponderados con tiempos de procesamiento idénticos.
En el caso 3, las maquinas son idénticas, es decir, procesan una misma tarea
en exactamente el mismo tiempo. Para el primer y segundo casos se presenta
un modelo de optimizacién entero mixto lineal y mediante una transforma-
cién, lo convierten en un modelo cuadratico convexo, separable cuadratica, el
cual se resuelve en tiempo polinomial. En el caso 3 se desarrolla un algoritmo
paramétrico que genera una representacion de la solucién éptima, la cual pro-
porciona informacién necesaria para interpolar y calcular el valor de la funciéon
correspondiente a la solucién éptima, a partir de valores criticos y una secuen-

cia de intervalos.

Plateau y Rios-Solis [25] presentan un problema de planeacién justo a tiempo
en el que se tienen penalidades de adelantos y retrasos para cada tarea. Se
desea minimizar el tiempo de terminacién de cada tarea. En la literatura se
denota como R||)>, w;C;. El modelo matematico asociado a este problema
tiene una funcién objetivo cuadratica no convexa. Obtienen soluciones éptimas

mediante reformulaciones convexas utilizando programacién semidefinida. Han
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encontrado los mejores resultados en la literatura en instancias de 400 tareas

y 16 maquinas para el problema.

4.3 DOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION DE UN

PROBLEMA DE PLANEACON JUSTO A TIEMPO

En esta seccion se presentan dos variantes de un problema de planeacién justo a
tiempo, en los cuales se tienen penalidades de adelanto y atraso en cada una de
las tareas. Adema4s se tiene una fecha de vencimiento comin. Se mencionan dos
variantes, ya que se presentan dos fechas diferentes de vencimiento. El primer
problema que se define es un problema en el que la fecha de vencimiento es
restrictiva, es decir, la distancia que hay entre el tiempo 0 y la fecha es corta.

En el segundo problema la fecha de entrega es holgada.

4.3.1 PROBLEMA DE PLANEACION JUSTO A TIEMPO CON

FECHA RESTRICTIVA

El problema de planeacién justo a tiempo con fecha restrictiva, denotada como
d" con penalidades de adelanto a; y atraso [3; para cada tarea ¢, implica que
existe al menos una maquina j tal que la suma de los tiempos de procesamien-
to p;; de las tareas que sean secuenciadas en dicha maquina es mayor que la
fecha de entrega, > . p;; > d"; no todos los subconjuntos de tareas pueden ser

ejecutados en el intervalo [0, d"][25]. El problema es NP-duro [15].

Tener una fecha de vencimiento comun para todas las tareas implica que se
tiene un conjunto de soluciones dominantes, caracterizado por la siguiente pro-

posicion.

Proposicién 4.1 [25] Eziste una solucion dptima para el problema de pla-

neacion justo a tiempo con fecha restrictiva, tal que se cumplen las siguientes
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propiedades:

(1) No hay tiempo de ocio o tiempo muerto entre la ejecucion de un par de

tareas.

(2) Para cada mdquina j cualquier tarea termina exactamente al tiempo d”

o empieza la secuencia en el instante cero.

(3) Para cada mdquina j, las tareas son terminadas antes o en la fecha de
vencimiento comin restrictiva (tareas adelantadas) y estin en orden cre-
ciente conforme a la relacion «;/p;;. Las tareas que empiezan a ejecutarse
después de la fecha restrictiva (tareas atrasadas) estdn en orden decrecien-

te conforme la relacion B3;/p;;.

La Proposicion 4.1 implica que en cualquier maquina puede existir un traba-
jo que empieza antes y termina después de la fecha de vencimiento (el cual
se conoce como trabajo atravesado). Ademads, la propiedad también nos dice
que no hay tiempo de ocio entre un par de tareas. Esto quiere decir que en el
instante en que termina de ejecutarse una tarea inmediatamente la siguiente

tarea empieza a ejecutarse .

Como la fecha de vencimiento es restrictiva, la Proposicion 4.1 dice que puede
existir una maquina en donde una sola tarea empieza antes y termina después
de la fecha de entrega comun, pero se pagara por esta tarea una penalidad de
retraso por la cantidad de tiempo que se haya pasado de la fecha restrictiva.
Por ejemplo, en la Figura 4.3 se presenta una solucion factible de este tipo de
problema, en donde se tienen dos tareas por adelantado y dos tareas por atraso.
La tarea S; es una tarea de tipo atravesada ya que empieza a ejecutarse antes
y termina después de la fecha de vencimiento. Esta tarea solo tendra un costo
por atraso, por lo que se pagara la penalidad asignada a la tarea por el atraso
multiplicada por el tiempo que se haya pasado de la fecha de vencimiento (G*).

Ver Figura 4.4.
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Figura 4.3: Ejemplo de una solucion del problema de planeacion justo a tiempo con

fecha restrictiva.
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Figura 4.4: Ejemplo de una tarea tipo atravesada.
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Para obtener el modelo de optimizacién de este problema, se definen los si-

guientes conjuntos, basandose en [25]:

- J, representa el conjunto de tareas que van a ser secuenciadas.

- M, es el conjunto de méquinas paralelas en las cuales se van a secuenciar las
tareas. Este tipo de maquinas paralelas también pueden ser idénticas, es decir,
el tiempo de procesamiento de las tareas son iguales en todas las maquinas.

- Sfé representa el conjunto de tareas que se comienzan a ejecutar en la maqui-
na j que son terminadas de ejecutar antes que la fecha de vencimiento (por
adelantado).

- S% representa el conjunto de tareas que se empiezan a ejecutar en la maquina
7 después de la fecha de entrega.

- Sé representa el conjunto de tareas en la maquina j que empiezan a ejecutar-

se antes y terminan después de la fecha de entrega (tareas del tipo atravesadas).

El objetivo del problema es encontrar el tiempo en el que terminan de ejecutarse
cada una de las tareas, C;. Este es determinado por la méquina en la que las
tareas son ejecutadas y la posicién de las tareas en la secuencia (por adelantado,
por atraso o atravesada). Considérese la variable binaria de decisién z;j, donde

l e {E,T,S} es el tipo de tarea :

1 si la tarea ¢ de tipo [ es ejecutada en la méquina j,
o 0 de otro modo.
Basandose en la Proposicion 4.1 se puede encontrar un orden para las tareas
conforme las relaciones o;/p;; y Bi/pij. Se definen los siguientes subconjuntos
de tareas del conjunto J [25]: dado (J, <%,), el orden total de tareas por ade-
lantado en la méquina j estd basado en la relacién «;/p;;. Si dos tareas ¢ y k
son ejecutadas por adelantado en la maquina 7, se define ¢ -<§3 k (una tarea i

esta antes de una tarea k) si o;/p;; > ou/pij, esto es, si la tarea i y la tarea
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k seran ejecutadas por adelantado en la maquina 7, entonces C), debera estar
mas cerca de la fecha de vencimiento comun que C;. Ahora bien, si existe una
maquina j en la cual un par de tareas ¢ y k tienen igual relacion de peso, es
decir, o;/pij = ap/prj, se considerard que i =7 k si (i < k). De igual manera,
se calcula el conjunto (J,<7), que es el orden para las tareas que seran eje-
cutadas por atraso, basados en la relacién de peso §;/pi;: si Bi/pij > Br/Pk;
entonces i <7 k, esto es C; esta mds cerca de la fecha de vencimiento comun

que Cy. Estos conjuntos se calculan para todas las maquinas, j € M.

Cuando se tiene una tarea tipo atravesada, la tarea es divida en dos partes:
una parte que termina justo a tiempo a la fecha de entrega y la otra parte que
se ejecuta por retraso, ver Figura 4.4. Dado G” la distancia entre el inicio de
la siguiente tarea en la secuencia y la fecha de vencimiento comun, se puede

calcular esta distancia basandose en la Proposicién 4.1, de la siguiente manera:

Gj = méX(O, Z Z TijiPij — dr) (41)

i€J 1e{E,S}
La ecuacién (4.1), significa que, para calcular G’ en cada méquina, primero
se sumaran todos los tiempos de procesamiento de las tareas por adelantado
y las tareas tipo atravesadas. Si G’ es cero entonces no se tienen tareas tipo
atravesadas. Ahora bien, si esta cantidad es positiva, significa que se tiene una
tarea tipo atravesada y la siguiente tarea en ser procesada serd por retraso y

empezara la secuencia de tareas por retraso en G”.

(7 es una cantidad entera, lo que se desea es que las variables involucradas en
el modelo de optimizacién de este problema de planeacion justo a tiempo, sean
variables binarias. Por medio de una clésica transformacién, expresaremos G”
como la combinacién lineal:

[logy u]

&= 2
k=0
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donde u es una cota superior de G7, v = mdx;; p;; — 1 y las variables y] son

variables binarias.

Una vez definidos los conjuntos y las variables de decisién, ahora se definirdan

las restricciones del problema planteado.

Se tiene un conjunto de restricciones de asignacion, es decir, se tiene que ase-
gurar que una tarea sea asignada solamente a una maquina. La tarea no se
puede realizar en mas de una maquina. Ademds, si la tarea i es asignada a una
méquina j, esta tarea debe ser ejecutada de un solo tipo [ € {FE,T,S}. Para

garantizar esto se tiene la ecuacion (4.2):

Z Z Tiji = 1.VieJ (42)

JjEM I€{E,T,S}

Si en el problema hay una tarea tipo atravesada se tiene que definir la distancia
entre la fecha de entrega comun y el inicio de la siguiente tarea en la secuencia,
dadas por las restricciones (4.3) y (4.4). Ademads esta distancia debe ser una

cantidad mayor o igual a cero, representada por las restricciones (4.5):

G Y wgpy—d VjeEM (4.3)
ieJ le{E,S}
Gj S injspijv VJ eM (44)
ieJ
G'>0,VjeM (4.5)

Si en el problema se tiene una tarea tipo atravesada, por la Propiedad 4.1, solo

se puede tener una tarea de este tipo:
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dwys<LVjeM (4.6)

icJ

Una tltima restriccion es que el tiempo de procesamiento de cada tarea del
tipo por adelantado tiene que ser menor o igual a la fecha restrictiva, para
garantizar que esta tarea sea por adelantado. Las restricciones (4.7) muestran

este concepto.

injEPij <d,VjeM (4.7)

ieJ

Se ha mencionado que cada tarea tiene una penalidad de adelanto, si es ejecu-
tada antes de la fecha de vencimiento. De igual manera, si la tarea es ejecutada
después de la fecha de vencimiento, tiene una penalidad de atraso. Ahora se
definen estas penalidades de adelantos y retrasos matematicamente para in-

cluirlas en el modelo de optimizacion.

Sea una tarea i que va a ser secuenciada en una maquina j, para definir su
penalidad de adelanto, se tiene que observar cuales son las tareas que van a ser
secuenciadas después de ésta, es decir, las tareas que pueden ser secuenciadas
entre el tiempo que va terminar de ejecutarse la tarea i y la fecha de vencimien-
to. Esto se puede observar si se toman en cuenta las relaciones de peso «;/p;; v
Bi/pij, ver Figura 4.5. También se tiene que tomar en cuenta si en la maquina j
puede haber una tarea tipo atravesada. Si la hay, se tiene que tomar en cuenta,
la parte de la tarea tipo atravesada que se realiza por adelantado. Se tienen
que observar todos estos casos para saber si conviene o no, procesar la tarea ¢
por adelantado, hay que recordar que la decisién esta en saber qué tareas seran

por adelantado, qué tareas se haran por atraso y si hay tareas tipo atraveasado.

La Ecuacién (4.8) define E; que es el adelanto de una tarea ¢ en una maquina

7: la suma de los tiempos de procesamiento de las tareas tal que, k >—JE 1 mas la
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parte de |a tarea "

Gi
—
Mj
a,  «a a
S Tarea atravesada
Py Py Py

Figura 4.5: Penalidad de adelanto para las tareas.

parte que representa la parte del tiempo de duracion de la tarea tipo atravesada

antes de la fecha de vencimiento comun, si es que existe, en la maquina j.

E;, = Z TijE Z TriEPK; + thjsphj -G ,VieJ, (48)
JjEM k::k:—<§3i heJ

De igual manera se obtiene el atraso T; de la tarea ¢ en la maquina j. El obje-
tivo es saber si conviene realizar la tarea por retraso y eso se ve reflejado en el
tiempo de terminacién de la tarea C;, por lo que se tiene que tomar en cuenta si
hay una tarea tipo atravesado antes de que la tarea ¢ empiece a ser ejecutada.
También se tienen que tomar en cuenta las tareas que puedan ser ejecutadas
entre la fecha de vencimiento y el término de la tarea i. Esto se puede observar
con las relaciones de pesos. Esto es, se tiene que observar que tareas pueden
estar mas cercanas a la fecha de vencimiento. El término mas cercano se refiere
a las tareas por atraso que pueden ser terminadas de ejecutarse poco tiempo
después de la fecha restrictiva. La Ecuacion (4.9) define la penalidad de atraso
de una tarea i en la maquina j. Esta ecuacién también asegura que el atraso

para las tareas tipo atravesadas es igual a G7.

To=) wysG+ Y wgr [pii+ Y, wwgrpy + G| Vied  (49)

jeM jeM k:k<3.i
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Las relaciones de peso «;/pi; v 5i/pi; juegan un papel muy importante a la
hora de realizar el modelo de optimizacion. Con base a estas relaciones se pue-
den ordenar a las tareas en cada maquina dependiendo si se pueden hacer por
adelantado o por atraso. Este orden que se menciona implica que se pueden
identificar a las tareas con mas peso y estas tareas son las que se deben de
poner lo més cercano a la fecha restrictiva, si es que se puede, para cumplir
con el objetivo de minimizar las penalidades de adelantos y atrasos para que de

esta manera las tareas queden lo méas cercano a la fecha de vencimiento comun.

Con base en las restrucciones (4.2)-(4.9) se tiene el siguiente modelo de opti-
mizacion para el problema de planeacién justo a tiempo con fecha restrictiva

[25]:

min Z OéiEi + ﬁsz

=
S. a Z Z Tij1 = 1 Vi € J,

JEM I€{E,T,S}

GI >3 > wypy —d Vj e M,
1€J 1e{E,S}

G7 <Y wijspi vj e M,
ied

Z Tijs S 1 VJ € M,

i€

Y Tippy < d” Vj e M,

e (4.10)

Gi >0 Vj e M,

z e {0,1}*" y e {0, 1}/

donde:
. ’—10g2 u] .
G’ = > 2’“yi Vi e M,
k=0

Ei= > s < > TwjEPkj + ) ThjsPhj — Gj) Vi € J,
jeM k:k<7i heJ

T, = > %‘jSGj + 2 Tijr | Pij + > TriTPkj + G’ Vi e J.
jeM JEM kik<3i

Este problema cuadratico se puede escribir en su forma estandar como:
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1
min g(z) = §thz + ¢z

s.aAz=1,
Az <V,

z = (z,y) € {0,1}""™,

donde dim = 3n+[log, u]; la matriz hessiana @) tiene un tamano de (dim-m) x
(dim-m); A es nx (dim-m) cuyos coeficientes corresponden a las restricciones
de igualdad en el modelo (4.10); A’ es una matriz de tamano 5m x (dim-m) que
corresponde a las restricciones de desigualdad en el modelo (4.10); 1 es un vec-

tor de tamano n cuyos elementos son iguales a 1 y b’ es un vector de tamano 5m.

Para este problema la funcién objetivo cuadratica no es convexa, pero la venta-
jay la razén por la cual se aplican los métodos propuestos para convexificar la
funcion, es que la matriz hessiana presenta una estructura a bloques, donde ca-
da bloque de la matriz representa a los coeficientes de las variables de decision
involucradas en cada maquina. A manera de ejemplo, si se tiene una instancia
con cuatro tareas y dos maquinas paralelas no relacionadas, un bloque de la

matriz hessiana es visualizado en la Figura 4.6.

4.3.2 PROBLEMA DE PLANEACION JUSTO A TIEMPO CON

FECHA HOLGADA

El problema que se presenta en esta subsecciéon es una variante del problema
descrito en la Subseccion 4.3.1. En este problema de planeacion justo a tiempo,

la fecha de entrega comun es holgada.

Al igual que el problema presentado en la Seccion 4.3.1, se tienen penalidades
de adelanto y atraso y el objetivo principal es encontrar el término de termina-

cién C; de cada tarea ¢ € J en la maquina j € M. Lo que se desea es minimizar
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Figura 4.6: Bloque de la matriz hessiana en una instancia de 4 tareas y 2 maquinas.

la suma de penalidades de adelanto y atraso de las tareas, ), ; o; E; + 3/T;.

La diferencia entre el problema planteado en la seccion 4.3.1 y el que se define
en esta seccion es la fecha de vencimiento comun. En el problema anterior es
una fecha restrictiva y la fecha del problema que que se define en esta seccién es
holgada. En un problema en donde la fecha es restrictiva, existe al menos una
tarea ¢ tal que > (iey Pij > d", lo que implica que no todos los subconjuntos

de tareas pueden ser ejecutados en el intervalo [0,d"].

Tener una fecha de vencimiento comtun holgada, denotada como d', implica
que se pueden quitar las restricciones que forzan a la secuencia a empezar en
el tiempo 0 o después para todas las maquinas [25]. Para identificar si el pro-
blema tiene una fecha de vencimiento holgada basta con verificar que la fecha
de vencimiento que se esté manejando sea mayor que la suma de los tiempos

de procesamiento de todas las tareas, d > ). p;; Vj € M.

Se utiliza la misma notacién y los mismos conjuntos para definir el modelo de
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optimizacién del problema de planeacién justo a tiempo con fecha de venci-
miento comun holgada. En este tipo de problemas con fecha de entrega holgada

no existen las tareas tipo atravesada.

Basandose en el problema asociado al problema de planeacion justo a tiempo
con fecha restrictiva que ha sido definido en la Seccion 4.3.1, se define el modelo

de optimizacién del problema planteado en esta seccion.

De igual manera, la variable de decision es x5, [ € {E, T}, definida como:

1 si la tarea 7 es ejecutada en la maquina j de tipo 1,
Tijl =
0 de otro modo.

Como en este problema no existen tareas del tipo atravesado entonces el con-
junto G7 no existe. Por lo tanto se pueden eliminar del modelo (4.10) las
restricciones:

G7 > Dicy Zle{E,s} Tigp; —d, VYV je M,

GI <3 Tijspij, ¥ j € M,

G'>0,VjeMy

ey Tijs <1, Vje M.

De igual manera, los adelantos y atrasos de la tarea ¢ en la maquina 7, se definen
similarmente que en la seccién 4.3.1. La diferencia es que en este problema no
hay tareas tipo atravesadas, se quitan de la ecuacion y se tiene que los adelantos

y atrasos de la tarea i en la maquina j se definen como:

Ei = Z QZ’Z']'E Z a:kjEpkj VZ € J, (411)

jeM k:k <7
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Ti= ) wir P+ D Tugrdy VieJ, (4.12)

JjeM k:k<%ﬂi
Basandose en el modelo (4.10), y las ecuaciones (4.11) y (4.12), el modelo de

optimizacién asociado a un problema de planeacion justo a tiempo con fecha

de vencimiento comun holgada, puede ser definido de la siguiente manera:

minimizar Y., o E; + 5;T;

sujeto ar Yooy D eqmry Tijt = 1 Vi e J,
z e {0,1}*"™
(4.13)
donde:
E; = ZjeM LijE (Zk<JEz ijEPk;j) Vi € J,

T =2 jem @it (Pz'j +2 i ijTij) vied

De igual manera (como en la Seccién 4.3.1) se puede escribir el modelo de

programacion cuadratica en su forma estandar:

1
min g(x) = §xtQm +cx

sujeto a: Ax =1,

x € A0, 1}dim'm ,

donde dim = 2n; la matriz hessiana tiene un tamano de (dim-m) x (dim-m); A
es n X (dim-m) cuyos coeficientes corresponden a las restricciones de igualdad

en el modelo (4.13) y 1 es un vector de tamafo n cuyos elementos son iguales

al.

La matriz asociada a este problema no es una matriz semidefinida positiva,

por lo tanto la funcién objetivo no es convexa.
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En el siguiente capitulo se aplican los métodos presentados en el capitulo 3

para resolver este tipo de problemas.



CAPITULO 5

RESULTADOS EXPERIMENTALES

En el capitulo anterior se presentan dos problemas de planeacién justo a tiem-
po como aplicacion para probar experimentalmente los métodos propuestos
en este trabajo de investigacion. Para presentar los resultados obtenidos, este

capitulo es divido en tres secciones.

En la Seccién 5.1 se presenta una instancia para un problema de planeacion
justo a tiempo en el cual se tienen cuatro tareas que desean ser secuencia-
das en dos maquinas paralelas, para esta instancia, se presenta como se define
el modelo de optimizacion, la matriz hessiana asociada a la funcién objetivo
y también los resultados experientales que se obtuvieron para esta instancia,

aplicando los tres métodos que se presentaron en el Capitulo 3.

En la seccion 5.2 se muestran los resultados que se obtuvieron al ejecutar los
métodos en diferentes instancias para el problema en donde la fecha es restric-
tiva. De igual manera, en la Seccion 5.3 se presentan resultados experimentales

para el problema en donde la fecha de vencimiento comtn es holgada.

63
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Tabla 5.1: Instancia 4 tareas, 2 maquinas.

Tarea i pan pie o [

1 18 19 18 17

2 15 17 5 5
3 10 12 13 1
4 2 1 17 1

5.1 EJEMPLO DE UNA INSTANCIA PARA EL

PROBLEMA DE PLANEACION JUSTO A TIEMPO

El objetivo de esta seccién es presentar, a manera de ejemplo, como se describe
el modelo de optimizacién asociado al problema y cual es la estructura de la
matriz hessiana de la funcién objetivo. De esta manera, se puede observar la
estructura en si del problema que se estudia y demostrar que se utiliza este
problema ya que la funciéon objetivo es cuadratica no convexa y la matriz he-
ssiana tiene la estructura a bloques. Se presentan dos ejemplos: el Ejemplo 1
maneja una fecha de vencimiento comiun restrictiva y el Ejemplo 2 maneja una

fecha de vencimiento holgada.

Se tiene una instancia en la cual hay cuatro tareas con diferentes tiempos de
procesamiento, las cuales se desean secuenciar en 2 maquinas que trabajan a
distintas velocidades. Cada tarea tiene asociada una penalidad de adelanto y

una penalidad de atraso. En la Tabla 5.1 se presenta lo antes mencionado.

La primera columna, Tarea ¢, son las tareas que se van a secuenciar en las 2
maquinas, en la segunda columna, p;;, representa el tiempo de procesamiento
de la tarea 7 en la méquina 1. La tercera columna esta compuesta por el tiempo
de procesamiento de la tarea ¢ en la maquina 2, la cuarta y quinta columna

son las penalidades de adelanto y retraso de la tarea ¢, respectivamente.
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Tabla 5.2: Relaciones de peso para la instancia 4 tareas y 2 maquinas.

Tarea ¢  o;/pn  i/pie Bi/pa Bi/pi

1 0.9473 0.9444 0.8947
0.3333 0.2941 0.3333 0.2941

1.3 1.0833 0.1 0.0833

8.5 17 0.5 1

= W NN =

Teniendo los datos, se tienen que encontrar las relaciones de peso para darle
un orden a las tareas. Recordemos, ver la Seccién 4.3, que estas relaciones de
peso se encuentran al calcular: a;/p;; y 5i/pij. Tomando los datos de la Tabla
5.1 se realizan los calculos necesarios para encontrar las relaciones de peso. Se

obtiene la Tabla 5.2 donde se presentan los resultados de estos calculos.

Para escribir el modelo de optimizaciéon de un problema de planeacion justo
a tiempo con fecha restrictiva (Ejemplo 1) se necesita conocer la fecha de

vencimiento, la cual se puede calcular mediante la ecuacién 5.1) [25]:

&= 0.6% (5.1)

4 2
Liz1 2 y=1Pis

Para la pequena instancia, d” = 0.62 50) = 14.1, se toma la parte entera

superior de esta suma, entonces la fecha de vencimiento comun restrictiva es 15.

Teniendo todos los datos necesarios, ahora se calculan los adelantos y atrasos
para cada una de las tareas, E; y T;, respectivamente. Haciendo uso de las ecua-

ciones (4.8) y (4.9) se obtienen los adelantos y atrasos de cada una de las tareas:
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Ey = xug (T316P31 + Ta1ePa1 + T115P11 + T218D21 + T318P31 + Ta15Pa1 — 20913
—21?/21) + T19p (T32ED32 + Ta2EPaz + TiasP12 + TaosP2a + T325D32

+Za05P12 — 2°Y12 — 2'y29)

Ey = xo1p (T11Ep11 + T31EP31 + Ta1pPa1 + T118P11 + T218P21 + Ta15P31+
Tarspar — 2%y11 — 21y21) + Toop (T12EP12 + T32ED32 + Ta2EPa2 + T125P12

+To95P22 + T325P32 + TassPaz — 2°Y12 — 2'yaa) .

Es = x31p (Ta1ppa + T115P11 + Ta1sP21 + 31831 + TarsPa1 — 201, — 21921) +

T30E (Ta2pPaz + T125P12 + TaosDoa + T325P32 + TaosPaz — 20919 — 21922) .

Ey = zgp (z115p11 + To15p21 + T315p31 + Tarspar — 2°y11 — 2'yer) +

Tyop (T125P12 + ToasPoa + T325D32 + TaosPaz — 2015 — 21?/22) .

Ty = zus (203111 + 21y21) + Z128 (20y11 + 213/21) + z1r (P11 + 20911 + 213/21) +
121 (P12 + Taorpaz + 2015 + 21y22) .

T, = xas (203111 + 21y21) + Toog (203111 + 213/21) + zo17 (P21 + T1irP11 + TarrPa
+2%11 + 2'y91) + Toor (P22 + T12rP12 + TaorPaz + 2012 + 2102 -

T35 = x318 (203/11 + 21y21) + T328 (20y11 + 213/21) + z317 (P31 + T1irP11 + TP
+xg17rpar + 2011 + 21y21) + 2307 (P32 + T127P12 + ToorP22 + TaorPaz
+2%15 + 2'y) .

Ty = zys (203/11 + 21y21) + T4o8 (2°y11 + 21y21) + zqir (pa1 + T1irp + 20911+
2Y901) + Taor (pao + 2%10 + 21yao) .
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Figura 5.1: Matriz hessiana de la instancia
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ejemplo.

Entonces la funcion objetivo para el ejemplo se define como:

]
—35
—10

10

COMNG R N NN

minimizar ), ;B + 3T = a1 By + BTy + aoBy + BTs + asEs + (3515
+ayEy + BTy = 18E, + 17T} + 5E5 + 5T
+13FE3 + 15+ 17E, + T}.

donde Ey, Ey, E3, Ey, T1, Ty, T3 y Ty han sido definidas anteriormente.

La funcién objetivo asociada al ejemplo de instancia es una funcién cuadrati-

ca. Se puede observar facilmente que el término cuadratico se obtiene de los

adelantos y retrasos de las tareas.

La matriz asociada a la funcién objetivo de la instancia en el Ejemplo es una

matriz que tiene una estructura a bloques, donde los elementos de la matriz

son los coeficientes de los términos de la funcién objetivo. Ademads la matriz

hessiana es simétrica, como lo podemos observar en la Figura 5.1.

Basandose en el modelo de optimizacion para un problema de planeacién justo
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a tiempo con fecha de entrega comun restrictiva, las restricciones del modelo

son definidas de la siguiente manera:

Restriccién de asignacion (4.2):

2
Zj:l ZZG{E,T,S} r1; =1

T1ig + Tur + Tiis + Tigp + Tior + Ti2s = 1

2
Zj:l ZZG{E,T,S} Tojr = 1

To1E + Toir + To1s + Toog + Toor + Taag = 1

2
Zj:l ZZG{E,T,S} T3j = 1

31 + T317 + T315 + Taep + Taer + Taes = 1

2
Zj:l Zle{E,T,S} T4 =1

Taig + Tar + Ta1s + Taop + Taor + Taos = 1

Restriccion (4.3):

Gl
2091 + 2lys;

G2
2015 + 2190

4
> 27;:1 ZZG{E,S} Ti1iPi1

> T11EP11 T T11sP11 + T21EP21 + T215P21 + T31EP31 + T315D31

+ZT41EPa1 + Ta15P41 — 15
4
> Z@':1 ZZG{E,S} T2 Pi2

> T12EP12 T T125P12 + To2EP22 + Ta2sP22 + T32EP32 + T325P32

+T49EPa2 + Ta25Pa2 — 15

Restriccion (4.4):

Gl

2011 + 2'yo1 < w1ispi1 + Taisper + Ta1sP31 + TarsPar

G2

2010 + 2'yas < T128P12 + ToosPas + T325P32 + Ta2sPas

4
<D i1 TiisPil

4
<Y i TasPi
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Restriccion (4.6):

4

YoiiZias <1

Ti1s + Tors + U315 + Tars = 1
4

Yo Tios <1

T125 + Taos + Taas + Tazs = 1

Restriccién (4.7):

T11EP11 + T2o1EPo1 + T31EP31 + Ta1pPa < 15

T12EP12 + TooEP22 + Ta2EP32 + TaopPaz < 15

Restricciénes (4.5), x5 € {0,1}0Vie J,je My le {E,T,S}:

Gt >0
20911 +2'yy >0
G? >0

2010 +2'yan >0

{331115, T21E, X31E, L41E, L11T, L21T, 31T, L41T, L1185, 218, L3185, L415, L12E, L22E,

T32F, LA2E, 12T, X22T, 32T, 42T, L1285 225, T325, 425, Y11, Y12, Y21, 1/22} € {O, 1}

Se implementd un programa en ANSI C cuyo fin es leer los datos de una ins-
tancia del problema y escribir en un archivo de texto el modelo asociado a
este problema en el formato requerido por CPLEX. Este archivo debe de ser

*p

guardado con extension
Se utilizé el método de ramificacion y acotamiento implementado por ILOG
CPLEX 11.2 [6]. Se ejecuté la instancia ejemplo en Sun Fire V440, conecta-
do a 4 Procesadores de 1602 Hhz, Ultra SPARC III con 1 MB DE CACHE
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Tabla 5.3: Comparacién de métodos de convexificaciéon en Ejemplo 1.

CPLEX Minimo valor propio Estructura a bloques

No. iteraciones 96 1165 1067
No. nodos 24 1017 1039
Tiempo CPU (s.)  0.05 0.42 0.4

y Memoria de 8 GB. El compilador que se utilizé para compilar el programa

realizado en ANSI C es un compilador gcc de GNU version 3.4.2.

También se probaron los métodos de minimo valor propio y el método basa-
do en la estructura diagonal a bloques, utilizando el método de minimo valor
propio. El minimo valor propio de la matriz hessiana fue obtenido utilizando
el software cientifico MATLAB versién 6.1.0. Para realizar esto se escribié un
programa en ANSI C que lee la instancia y escribe en un archivo con extensién
*.dat la matriz hessiana que se obtiene con los datos de la instancia. Luego
utilizando MATLAB se lee el archivo .dat y se obtiene el minimo valor propio.
Luego se modifica el archivo con extensién .lp, agregando el minimo valor pro-
pio. De igual manera se procede para aplicar el método basado en la estructura

diagonal a bloques.

Se aplico el método que utiliza CPLEX para convexificar, el método de minimo
valor proprio y el método basado en la estructura diagonal a bloques utilizando
el método de minimo valor propio, a la instancia ejemplo y los resultados se

muestran en la Tabla 5.3.

En la primera fila, se muestra el nimero de iteraciones que realizé el método
de B&B empleando cada uno de los tres métodos; la segunda fila muestra el
numero de nodos que visito el B&B y por tltimo, en la tercera fila se muestra

el tiempo de computo, en segundos, que se emplearon para obtener la solucion
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6ptima de la instancia ejemplo.

Los resultados que se muestran en la Tabla 5.3 indican que, para la instancia
ejemplo, el método que emplea CPLEX realizé menos iteraciones, visitdé menos
nodos y realizé menos tiempo en encontrar la solucién éptima que los otros
métodos utilizados. Por otra parte, podemos observar que el método basado

en la estructura diagonal a bloques realiza menos iteraciones.

Para la misma instancia pero ahora manejando una fecha de vencimiento hol-
gada (Ejemplo 2) se probaron nuevamente los tres métodos. El modelo (5.2)
estd asociado a un problema de planeacién justo a tiempo con fecha de venci-

miento comun holgada:

min  306x117 + 323x197 + 752217 + 85%20r + 102317 + 1223907 + 22417
27 + 3[100221 px31E + 72211 5T a1 + 432212pT 3208 + 36T125T 428
+180z21pr11E + 100221 £231E + 202215041 + 1902225 12E
+120x92p730E + 1020057 a2E + 522315741k + 26232 T 42k
+34x10rTaor + 180x217T 117 + 202217T 417 + 19022077107
+10z227 2407 + 3623177117 + 30T317T217 + 4T31TT AT
+38% 321191 + 34X 307 To0r + 22327 T a9 + 364172 117] (5.2)

sa  Tup+2Tur+ Tiep + Ty =1
To1g + Tar + Toap + Toor = 1
31E + T317 + T32p + Taor = 1
Typ + Tar + Tap + Taor =1
T11E; X11T, L12EX12T, L21E, L21T L22EL22T, L31E, 31T, T32EL32T 5

Ty g, Tar, TaopTeor € {0,1}

Los resultados se presentan en la Tabla 5.4.

Se puede observar en la Tabla 5.4 que el método basado en la estructura
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Tabla 5.4: Comparacién de métodos de convexificaciéon en Ejemplo 2.

CPLEX Minimo valor propio Estructura a bloques

No. iteraciones 45 194 198
No. nodos 23 162 147
Tiempo CPU (s.)  0.01 0.07 0.06

diagonal a bloques visita menos nodos para obtener una solucién optima y
reporta un tiempo menor que el método de minimo valor propio. También se
puede observar que el método que utiliza CPLEX realiza menos iteraciones,
visita menos nodos y realiza menor tiempo en encontrar la solucién 6ptima

que los otros métodos.

5.2 PROBLEMA DE PLANEACION JUSTO A TIEMPO

CON FECHA RESTRICTIVA

En la seccién anterior se presenta una instancia pequena a modo de ejemplo
para el problema de planeacién justo a tiempo (JAT) con fecha restrictiva. En
esta seccién se presentan los resultados experimentales obtenidos al resolver
un mayor nimero de instancias para este tipo de problemas, mediante los dos

métodos de convexificacion definidos y el método que se propone en esta tesis.

Para observar el funcionamiento de los métodos en este problema, se maneja
un total de 75 instancias las cuales se desglosan en la Tabla 5.5. La Tabla 5.6
muestra el limite de tiempo que se establecié para cada tamano de instancia.
Las Tablas 5.7 a la 5.13 muestran el promedio de los datos que se recolectaron

de las 5 instancias corridas para cada tamano de instancias.

Al aplicar el método de convexificacién de CPLEX a la instancia, una vez que

se convexifica la matriz hessiana se aplica un B&B que también implementa
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Tabla 5.5: Tamano de instancias para un problema JAT con fecha restrictiva.

No. instancias

m

n

(S8

[ S O S L & L & L S L & S O L G G G G

[\

co o0 o O O O O R R R e NN NN

10
30
100
150
10
30
100
150
10
30
100
150
10
30
100
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Tabla 5.6: Limite de tiempo para las instancias de un problema JAT con fecha

restrictiva.
m 1 Limite de tiempo (s.)
2 30 3600
2 100 7200
2 150 10800
4 10 7200
4 30 7200
4 100 10800
4 150 10800
6 10 10800
6 30 10800
6 100 14400
6 150 14400
§ 10 14400
8 30 14400
8 100 14400
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Tabla 5.7: Resultados del método CPLEX para un problema JAT con fecha restric-

tiva.

Instancia Iteraciones Nodos Tiempo IOR (%)
(2,10) 278838 140039 117 0.01
(2,30) 3225704 1229147 3600 102
(2,100) 333856 109714 7200 101
(2,150) 93122.4 34291 10800 101
(4,10) 17719732 5946059 7200 104
(4,30) 2557571 980053 7200 102
(4,100) 139006 37648 10800 102
(4,150) 59397 18962 10801 102
(6,10) 21119768 5907935 10800 100
(6,30) 2645881 811489 10800 101
(6,100) 486461 50420 14400 101
(8,10) 21744764 7483776 14400 100
(8,30) 3671018 1015894 14400 100
(8,100) 90079 27808 14401 103

CPLEX.

En la Tabla 5.7, la primera columna pertenece al tamano de instancia en la que

se probd el método, la segunda columna representa la cantidad promedio de

iteraciones que se realizaron, la tercera columna representa la cantidad prome-

dio de nodos visitados en el método de ramificacion y acotamiento, la cuarta

columna representa la cantidad promedio de tiempo invertido en el B&B. Este

tiempo no incluye la convexificacién ya que el tiempo invertido en convexificar

cada una de las instancias fue a lo mucho 4 segundos. Por tltimo, la quinta

columna representa el intervalo de optimalidad relativa (IOR) promedio repor-

tado.
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CotaSuperior — Cotaln ferior

IOR =
Cotalnferior

Observando los resultados de la Tabla 5.7, los tiempos de cémputo son muy
grandes, inclusive para instancias pequenas, por ejemplo para las instancias de
2 maquinas y 30 tareas, en 3600 segundos no encuentra la soluciéon 6ptima y
reporta un IOR relativo promedio de 102 %, lo que significa que estd muy lejos
de la solucién 6ptima. En conclusion, utilizando el método de CPLEX para
obtener soluciones éptimas para el problema de planeacion justo a tiempo con
fecha de vencimiento comun restrictiva, se invierte mucho tiempo en encontrar
una solucién 6ptima. Se puede observar también que conforme crece el tamano
de las instancias se invierte mas tiempo en intentar encontrar la soluciéon 6pti-

ma.

Ahora, obsérvese los resultados experimentales de la Tabla 5.8 obtenidos al
utilizar el método de minimo valor propio. Para éste método solamente se
resolvieron 20 instancias, de las cuales, 5 son de 2 maquinas y 10 tareas, 5 ins-
tancias de 2 maquinas con 30 tareas, 5 instancias de 2 maquinas y 100 tareas
y 5 instancias de 2 maquinas y 150 tareas, ya que los tiempos de ejecucion de
las instancias son demasiados altos. Para los grupos de instancias de 10, 30,
100 y 150 se establece un limite de tiempo, el cual se fija en 300 s., 3600 s.,
7200 s. y 10800 s., respectivamente.

De igual manera, la Tabla 5.8 esta estructurada como la Tabla 5.7. En los
resultados que muestra la Tabla 5.8, el niimero de iteraciones realizadas y el
nimero de nodos visitados son mucho mas grandes que si se utiliza el método
de CPLEX. Ademaés se invierte mucho maés tiempo en encontrar una solucién.
Por ejemplo al observar el tiempo invertido en las instancias de tamano 2
maquinas y 10 tareas, el método de CPLEX invierte, en promedio, 117. 756

segundos mientras que el método de minimo valor propio en 300.022 segundos,



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES 77

Tabla 5.8: Resultados del método de minimo valor propio para un problema JAT

con fecha restrictiva.

Instancia Iteraciones Nodos Tiempo IOR (s.)
(2,10) 1135144 417023 300 1840
(2,30) 5916900 2025355 3600 2900
(2,100) 709131 171460 7200 3600
(2,150) 297067 103203 10800 3800

Tabla 5.9: Resultados experimentales del método basado en la estructura diagonal

a bloques para el problema JAT con fecha restrictiva.

Instancia Iteraciones Nodos Tiempo IOR (%)
(2,10) 1095626 409966 300 1680
(2,30) 2418664 1019347 3600 2980

(2,100) 692566 177996 7200 36086
(2,150) 55573 20248 10800 3780

y no encuentra solucién éptima quedandose con un IOR promedio de 1840 %.

Los resultados del método basado en la estructura diagonal a bloques (método
que se propone en esta tesis), en las mismas instancias que en el método de
minimo valor propio, se muestran en la Tabla 5.9. Se observa que los tiempos
de cémputo también son mucho mas grandes que el método de CPLEX, pero

son menores que utilizando el método de minimo valor propio.

Comparando con el método de minimo valor propio, el método propuesto
realiza menos iteraciones, visita menos nodos y emplea un menor tiempo de
computo. Por ejemplo, observando las instancias de 2 maquinas y 10 tareas, en
300 segundos, el método propuesto realiza, en promedio, 1095626 iteraciones
mientras que el otro método realiza 1135144 iteraciones. En 300 segundos el

método propuesto reporta un IOR promedio de 1680 % mientras que el otro
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método reporta 1840 %. Por otro lado, el método de CPLEX encontré la solu-

cion optima en 117 segundos, en promedio.

Como conclusion, el método de CPLEX es significativamente que los otros dos

métodos. El método propuesto es mejor que el método de minimo valor propio.

5.3 PROBLEMA DE PLANEACION JUSTO A TIEMPO

CON FECHA HOLGADA

De manera similar que en la secciéon anterior, se probaron 3 métodos de los 4
que se presentan en esta tesis para el problema de planeacion justo a tiempo en
el que se maneja una fecha de vencimiento comun holgada. Los métodos que
se probaron son: Método de CPLEX, método de minimo valor propio, método
basado en la estructura diagonal a bloques utilizando el método de minimo

valor propio.

Primero, se muestran los resultados experimentales al utilizar el método de
CPLEX, luego se presentan los resultados obtenidos utilizando el método de
minimo valor propio y, por ultimo, los resultados experimentales utilizando el

método basado en la estructura diagonal a bloques.

Se probd el método de CPLEX en 6 tamanos diferentes de instancias, para
cada tamano se manejan 5 instancias diferentes, es decir, se probé el método

en 30 instancias. El tamano de las instancias se muestra en la Tabla 5.10.

Los resultados al aplicar el método de CPLEX se muestran en la Tabla 5.11. La
informacion desplegada es igual a las tablas anteriores. Como se puede apreciar
para instancias de tamano 2 maquinas y 60 tareas, en dos horas no encuentra

la solucién éptima y se queda con un IOR promedio de 8.10 %. Para instancias
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Tabla 5.10: Tamano de instancias para un problema JAT con fecha holgada.

No. instancias m n

5 2 10
) 2 30
) 2 60
) 4 10
) 4 30
) 4 100

Tabla 5.11: Resultados del método de CPLEX para un problema JAT con fecha

holgada.
Instancia Iteraciones Nodos Tiempo (s.) IOR (%)
(2,10) 386 163 0.13 0
(2,30) 1427705 299364 994.99 0.01
(2,60) 2400697 997363 4390.38 8.10
(4,10) 50956 17793 12.196 0.02
(4,30) 7096786.8 1829661 7200.048 675.38

(4,100) 218487 45900.6 7200.272 701.26

de 4 tareas y 10 maquinas se encuentran soluciones éptimas pero cuando se
tienen 30 tareas o 100 tareas se llega al limite de tiempo sin hallar solucién.
Se observa que para instancias de 4 méquinas y 100 tareas llega al limite de

tiempo y finalizando con un IOR promedio muy grande.

Los resultados obtenidos al emplear el método de minimo valor propio se des-
pliegan en la Tabla 5.12. La Tabla 5.12 esta estructurada de la misma manera
que la Tabla 5.11. Con este método solo se resolvieron 15 instancias. Como
se puede apreciar el método de minimo valor propio, igual que en la secciéon
anterior, emplea mucho mas tiempo en intentar obtener una solucién éptima

que el método de CPLEX. De la Tabla 5.12 se puede observar que para ins-
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Tabla 5.12: Resultados del método de minimo valor propio para un problema JAT

con fecha holgada.

Instancia Iteraciones Nodos Tiempo (s.) IOR (%)

(2,10) 337765 101380 44.02 0
(2,30) 7116395 3740904 7200.02 139.89
(2,60) 1710623 877702 7200.032 124

Tabla 5.13: Resultados del método basado en la estructura diagonal a bloques para

un problema JAT con fecha holgada.

Instancia Iteraciones Nodos Tiempo (s.) IOR (%)
(2,10) 116793 76748 33.58 0
(2,30) 8484905 397201 7200.02 122.26

tancias de 2 maquinas y 10 tareas se emplearon, en promedio, 44. 02 segundos
para obtener una soluciéon éptima mientras que con el método de CPLEX se

emplearon, en promedio, 0.132 segundos.

La tabla 5.13 despliega resultados preliminares del método basado en la estruc-
tura diagonal a bloques, los cuales muestran que para instancias de tamano
2 maquinas y 10 tareas emplea menos tiempo en encontrar la solucién 6pti-
ma que el método de minimo valor propio. Para estas instancias se tiene un
tiempo de 33 segundos, el método de ramificacion y acotamiento realiza, en
promedio, 116793.4 iteraciones y visita 76748.2 nodos mientras que el méto-

do de minimo valor propio realiza 337765.8 iteraciones y visita 101380.6 nodos.

En conclusion el método propuesto en esta tesis es mejor que el método de
minimo valor propio ya que reporta mejores tiempos, sin embargo el método
de CPLEX es mejor que el método propuesto ya que los tiempos son mucho

mas cortos.
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CONCLUSIONES

El trabajo realizado consistié en proponer un nuevo método para obtener una
reformulacion convexa de un problema de programacion cuadratica en la que la
funcién objetivo no es convexa. Se probé el funcionamiento del método que se
propone en esta tesis y se compard con otros métodos existentes en la literatura
en un caso particular de un problema de secuenciacion. En este capitulo, se
presentan las conclusiones que se obtuvieron a lo largo de esta investigacion y

se mencionan las areas de oportunidad para trabajo a futuro.

6.1 CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis, el foco de estudio se centré en un problema de progra-
macién cuadratica en {0, 1} sujeto a restricciones lineales, en el que la funcién
objetivo no es convexa, es decir, la matriz hessiana asociada a la funcién ob-
jetivo no es semidefinida positiva. Ademds, la matriz hessiana presenta una

estructura diagonal a bloques.

Para resolver este problema, se estudio la teoria matricial, la teoria de pro-
gramacion cuadratica y programacion semidefinida para proponer un nuevo
método de reformulacién convexa basado en la estructura diagonal a bloques
que presenta la matriz hessiana. En la literatura, existen métodos para resolver
este tipo de problemas que presentan una funciéon cuadrédtica no convexa en

variables binarias. Por lo tanto, se hizo una revision de la literatura en donde

81
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destacaron tres métodos: Método que utiliza CPLEX para obtener una funcion
equivalente convexa de la funcién objetivo, método del minimo valor propio y
el método basado en programacién semidefinida. En esta tesis se propone el

método basado en la estructura diagonal a bloques de la matriz hessiana.

Luego del estudio tedrico, experimentalmente se probd el método que utiliza
CPLEX, el método de minimo valor propio y el método basado en la estruc-
tura diagonal a bloques (método propuesto) en dos problemas de planeacién
justo a tiempo con fecha de vencimiento comun los cuales son NP-duros. Estos
métodos dan una funcion equivalente convexa a la funcion objetivo y luego apli-

can un método de ramificacion y acotamiento para obtener soluciones éptimas.

El primer problema que se estudié fue un problema de planeacion justo a tiem-
po en maquinas paralelas en el que la fecha de vencimiento comun para todas
las tareas es restrictiva. Este problema tiene asociado un modelo de optimi-
zacion en el que tenemos una funcién objetivo cuadratica no convexa, sujeto
a restricciones lineales y variables binarias. El segundo problema es similar al
primero, la diferencia es que se maneja una fecha de vencimiento comtun hol-
gada. Ambos problemas presentan una funcién objetivo cuadratica no convexa
y ademas, la matriz hessiana asociada a cada una de las funciones objetivo

presenta una estructura diagonal a bloques.

Los resultados experimentales muestran que el método basado en la estructura
diagonal a bloques reporta mejores resultados comparado con el método de
minimo valor propio. Los tiempos de computo son menores por lo que la cota

inferior es mejor y la calidad de soluciones también es mejor.

Comparando el método propuesto con el método que utiliza CPLEX, se con-

cluye que el método que utiliza CPLEX es significativamente mejor en cuanto
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a calidad de soluciones y en tiempo de ejecucion ya que los tiempos son mucho

menores.

En resumen, se estudiaron tres problemas de secuenciacion de tareas del tipo
justo a tiempo, cuatro métodos de reformulaciones convexas y se evaluaron

tres métodos de reformulacién.

6.2 TRABAJO A FUTURO

Al estudiar el problema planteado en este trabajo de tesis, se concluye que hay
un amplio campo de estudio en esta area de investigacion. Todavia hay mucho
por hacer en esta area, por lo que se menciona el trabajo a futuro que puede

enriquecer esta linea de investigacion.

Primeramente, esta pendiente por probar el método basado en programacion
semidefinida. Se mencioné en este trabajo que la relajacion semidefinida del
problema en estudio da la mejor cota inferior para el problema, por lo que, se

ahorra tiempo en el método de ramificacion y acotamiento.

Hasta el momento, se ha estudiado la teoria referente a la programacion
semidefinida, lo que falta por hacer es terminar un programa para obtener
el programa semidefinido asociado al problema de planeacién justo a tiempo
en maquinas paralelas con fecha de vencimiento comun larga y restrictiva
y probar el funcionamiento del método basado en la estructura diagonal
a bloques aplicando programacién semidefinida, mediante un diseno de

experimentos adecuado.

También falta por probar este método en un problema e planeacién justo a
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tiempo en el que la fecha de vencimiento comin es restrictiva.

El trabajo de tesis aqui presentado, esta basado en el estudio de la estructura
diagonal a bloques. Se propuso descomponer la matriz original en submatrices
y aplicar diferentes métodos de reformulaciones convexas a cada submatriz.
Otra idea que se tiene es proponer diferentes reformulaciones convexas basa-

das en la estructura particular que presenta la matriz hessiana.

Observando los resultados obtenidos mediante los métodos de minimo valor
propio y minimo valor propio a bloques, los tiempos de computo son muy
grandes, por lo que es interesante introducir buenas cotas inferiores y/o supe-
riores para que al aplicar el método de ramificacién y acotamiento se generen

cortes y ver si se disminuye el tiempo invertido en obtener una solucién 6ptima.

En este trabajo de tesis se probd el método propuesto en un problema de
planeacion justo a tiempo. Es interesante probar el funcionamiento de este
método en otros problemas en donde la matriz hessiana presente una estructura

a bloques.
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