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1 Introducción

Consideremos un problema de optimización combinatoria definido por un con-
junto base finito E = {1, . . . , n}, un conjunto de soluciones factibles F ⊆ 2E ,
y una función objetivo f : 2E −→ R. En la versión de minimización, buscamos
una solución óptima S∗ ∈ F tal que f(S∗) ≤ f(S); ∀S ∈ F . El conjunto base E,
la función de coste f , aśı como el conjunto de soluciones factibles F se definen
para cada problema espećıfico. Por ejemplo, en el caso del problema del agente
viajero, el conjunto base E consta de todas las aristas que conectan las ciuda-
des a ser visitadas, f(S) es la suma de los costes de todas las aristas e ∈ S, y
F está formado por todos los subconjuntos de aristas que determinan un ciclo
Hamiltoniano.

Un procedimiento de búsqueda miope aleatorizado y adaptativo (GRASP por
sus siglas en inglés) [42, 43] es una metaheuŕıstica para encontrar soluciones apro-
ximadas (i.e. sub-óptimas de buena calidad, pero no necesariamente óptimas) a
problemas de optimización combinatoria. Se basa en la premisa de que soluciones
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iniciales diversas y de buena calidad juegan un papel importante en el éxito de
métodos locales de búsqueda.

Un GRASP es un método multi-arranque, en el cual cada iteración GRASP
consiste en la construcción de una solución miope aleatorizada seguida de una
búsqueda local usando la solución construida como el punto inicial de la búsqueda
local. Este procedimiento se repite varias veces y la mejor solución encontrada
sobre todas las iteraciones GRASP se devuelve como la solución aproximada. El
seudo-código en la Figura 1 ilustra un GRASP básico para minimización.

procedure GRASP
f∗ ←∞
for i ≤ imáx do

x← GreedyRandomized();
x← LocalSearch(x);
if f(x) < f∗ then

f∗ ← f(x);
x∗ ← x;

end if
i← i + 1

end for
return x∗

Figura 1.

En este caṕıtulo, nos centraremos primero en las dos componentes más im-
portantes de GRASP. A saber, construcción y búsqueda local. Después exami-
naremos cómo el reencadenamiento de trayectorias puede ser usado en GRASP
como un mecanismo de memoria e intensificación. El trabajo termina con una
lista parcial de aplicaciones exitosas de GRASP.

Reseñas recientes de GRASP pueden encontrarse en [102, 93], una extensa
bibliograf́ıa comentada está en [50] y una actualización en el URL

http://graspheuristic.org/annotated.

2 Construcciones GRASP

En esta sección describimos varios mecanismos de construcciones miopes alea-
torizadas. Estos procedimientos mezclan mioṕıa con aleatorización de diferentes
formas. Todos los mecanismos de construcción considerados construyen una so-
lución incorporando un elemento a la vez. En cada paso del proceso de cons-

Rect@ Monográfico 3 (2007)
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trucción, se tiene a la mano una solución parcial. Un elemento que pueda selec-
cionarse como parte de una solución parcial se llama elemento candidato. Con-
sideremos un problema de cubrimiento de conjuntos, donde se tiene una matriz
A = [aij ] de ceros y unos, un coste cj para cada columna j, y se quiere de-
terminar un conjunto J de columnas con el menor coste total

∑
j∈J cj tal que

para cada renglón i, al menos una columna j del conjunto tenga una entrada
aij = 1. En este problema, una solución parcial es un conjunto de columnas que
no necesariamente forman un cubrimiento. Cualquier columna que no se haya
seleccionado previamente es un elemento candidato. El conjunto solución J se
construye incorporando un elemento (columna) a la vez hasta que el conjunto J
sea un cubrimiento.

Para determinar qué elemento candidato seleccionar enseguida para incluirse
en la solución, generalmente se hace uso de una función miope. Una función
miope mide la contribución local de cada elemento a la solución parcial. En el
caso del cubrimiento de conjuntos, una función miope plausible es la razón entre
el número pj de filas sin cubrir, que quedaŕıan cubiertas si la columna j se elige
y la contribución cj al coste total de elegir la columna j para la solución, esto es
pj/cj . La elección miope seŕıa agregar la columna con el mejor valor de la función
miope.

Procedure Construcción-C
Input: k, E, c( );

x← ∅;
C ← E;
while C = ∅ do

Calcular el costo miope c(e); ∀e ∈ C;
RCL ← {k elementos e ∈ C con el menor c(e)};
Seleccionar un elemento s de RCL al azar;
x← x ∪ {s};
Actualizar el conjunto candidato C;

end while
return x;

Figura 2

Existen varias formas posibles de introducir aleatoridad a este procedimiento.
Una de las primeras ideas fue el uso de una lista restringida de candidatos (RCL)
[42]. Tal lista contiene un conjunto de elementos candidatos con los mejores va-
lores de la función miope. El siguiente candidato a ser agregado a la solución se
selecciona al azar de la lista restringida de candidatos. Dicha lista puede consistir
de un número fijo de elementos (restricción por cardinalidad) o elementos con
los valores de la función miope dentro de un rango dado. La Figura 2 muestra
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un seudo-código para un procedimiento de construcción GRASP basado en res-
tricción por cardinalidad. Por ejemplo, denotemos por c∗ y c∗, respectivamente,
los valores mayor y menor de la función miope para los elementos candidatos, y
sea α un número real tal que 0 ≤ α ≤ 1. En una lista restringida de candidatos
basada en el valor, la RCL consiste en todos los elementos candidatos e cuyo valor
de función miope c(e) es tal que c(e) ≤ c∗ + α(c∗ − c∗). Nótese que si α = 0,
entonces este esquema de selección es un algoritmo miope, mientras que si α = 1,
entonces es totalmente aleatorio. La Figura 3 muestra un seudo- código para
un procedimiento de construcción GRASP basado en el valor. Más tarde será
discutida la forma de determinar valores para α.

procedure Construcción-V
Input: α, E, c( );

x← ∅;
C ← E;
while C = ∅ do

Calcular el costo miope c(e); ∀e ∈ C;
cm = mı́n {c(e) | e ∈ C};
cM = max {c(e) | e ∈ C};
RCL ← {e ∈ C | c(e) ≤ cm + α(cM − cm)};
Seleccionar un elemento s de RCL al azar;
x← x ∪ {s};
Actualizar el conjunto candidato C;

end while
return x;

Figura 3

Se puede también mezclar una construcción al azar con una construcción
miope de la siguiente manera. Elegir secuencialmente un conjunto parcial de
elementos candidato al azar y después completar la solución usando un algoritmo
miope [95]. La Figura 4 muestra un seudo-código para tal procedimiento de cons-
trucción.
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procedure Construcción-RG
input: k, E, c( );
x← ∅;
C ← E for i = 1, 2, ..., k do

if C = ∅ then
Elegir el elemento e al azar de C;
x← x ∪ {e};
Actualizar el conjunto de candidatos C;

end if
end for
while C = ∅ do

Calcular el costo miope c(e); ∀e ∈ C
e+ ← argmin {c(e) | e ∈ C};
x← x ∪ {e+};
Actualizar el conjunto de candidatos C;
Calcular el costo miope c(e);∀e ∈ C;

end while
return x;

Figura 4

Otro enfoque es mediante perturbación de costes. Aqúı, los datos de costes
se perturban aleatoriamente y se aplica un algoritmo miope [27]. La Figura 5
muestra un seudo-código para este procedimiento de construcción.

procedure Construcción-PG
input: E, c( );
x← ∅;
C ← E;
Perturbar aleatoriamente los datos del problema;
while C ← E; do

Calcular el costo miope perturbado c(e); ∀e ∈ C;
e∗ ← argmin {c(e) | e ∈ C};
x← x ∪ {e∗};
Actualizar el conjunto de candidatos C;

end while
return x;

Figura 5

Un ejemplo final de un procedimiento de construcción de GRASP es una
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variación sobre el enfoque de RCL basado en el valor. En este procedimiento,
llamado función de sesgo [25], en vez de seleccionar el elemento de la RCL al
azar con iguales probabilidades asignadas a cada elemento, se asignan diferentes
probabilidades, favoreciendo elementos bien evaluados. Los elementos de la RCL
se ordenan de acuerdo a los valores de la función miope.

La probabilidad π(r(e)) de seleccionar el elemento e es

π(r(e)) =
sesgo(r(e))

∑
e′∈RCL sesgo(r(e′))

,

donde r(e) es la posición del elemento e en la RCL. Se han propuesto varias
alternativas para asignar sesgos a los elementos. Por ejemplo,

• sesgo aleatorio: sesgo(r) = 1;

• sesgo lineal: sesgo(r) = 1/r;

• sesgo exponencial: sesgo(r) = e−r.

En la siguiente sección, discutimos cómo determinar el valor de α para usarse
en los esquemas basados en RCL anteriormente discutidos. Recordemos que si
α = 0, entonces estos esquemas de selección se convierten en un algoritmo miope,
mientras que si α = 1, son totalmente aleatorios.

3 Búsqueda local

Un algoritmo de búsqueda local explora repetidamente la vecindad de una
solución en busca de una mejor solución. Cuando no se encuentra una solución
que mejora la actual, se dice que la solución es localmente óptima. La Figura 6
muestra un seudo-código para un procedimiento de búsqueda local.

procedure BúsquedaLocal
input: x0, N( ), f( );
x← x0;
while x no es localmente óptimo con respecto a N(x) do

Sea y ∈ N(x) tal que f(y) < f(x);
x← y;

end while
return x;

Figura 6

La búsqueda local juega un papel importante en GRASP ya que sirve para
buscar soluciones localmente óptimas en regiones prometedoras del espacio de
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soluciones. Esta es la diferenciación de GRASP con respecto del algoritmo semi-
miope de Hart y Shogan [55]. Por definición su desempeño nunca será peor que
semi-miope, y casi siempre producirá mejores soluciones en menos tiempo.

Aunque los algoritmos miopes pueden producir buenas soluciones razonables,
su principal desventaja como generador de soluciones iniciales para búsquedas lo-
cales es su falta de diversidad. Aplicando repetidamente un algoritmo miope, una
sola o muy pocas soluciones pueden generarse. Por otra parte, un algoritmo total-
mente aleatorio produce una gran cantidad de soluciones diversas. Sin embargo,
la calidad de estas soluciones generalmente es muy pobre y usarlas como solu-
ciones iniciales para búsquedas locales generalmente conduce a una convergencia
lenta hacia un mı́nimo local.

Para beneficiarse de la convergencia rápida del algoritmo miope y de la gran
diversidad del algoritmo aleatorio, se acostumbra usar un valor de α estrictamente
contenido en el interior del rango [0; 1]. Ya que no se conoce a priori qué valor usar,
se han propuesto diferentes esquemas. La primera referencia en la literatura en la
cual se propone una variación del parámetro α fue [66]. Los autores proponen un
valor inicial del parámetro, α = 1, con este valor se efectúan las construcciones,
una vez que han transcurrido un cierto número de iteraciones sin que se haya
construido una solución mejor, este valor se disminuye en una cantidad ∆α, esto
es α = α − ∆α. Esto se repite mientras el parámetro α, no sea negativo. Otra
estrategia razonable es seleccionar al azar un valor diferente en cada iteración
GRASP. Esto puede hacerse usando una probabilidad uniforme [92] o usando el
esquema de GRASP reactivo [88].

En el esquema de GRASP reactivo, sea Ψ = {α1, . . . , αm} el conjunto de
valores posibles para α. Las probabilidades asociadas con la elección de cada
valor se fijan todas inicialmente iguales a pi = 1/m; i = 1; :::; m. Más aún, sea
z∗ el valor de la solución incumbente, esto es, la mejor solución encontrada hasta
el momento, y sea Ai el valor promedio de todas las soluciones halladas usando
α = αi i = 1; :::; m. Las probabilidades de selección se reevalúan periódicamente
tomando p : i = qi/

∑
j=1,... ,m qj , con qi = z∗/Ai para i = 1; :::; m. El valor de

qi será mayor para valores de α = αi que produzcan las mejores soluciones en
promedio. Mayores valores de qi corresponden a valores del parámetro α más
adecuados. Las probabilidades asociadas con estos valores más apropiados se
incrementarán cuando sean reevaluadas.

En el contexto de GRASP, se han usado esquemas de búsqueda local más
elaborados. Por ejemplo, búsqueda tabú [66, 35, 1, 101], recocido simulado [70],
vecindades variables [28, 49], y vecindades extendidas [3].
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4 Estructuras de memoria en GRASP

Quizás una de las principales desventajas del planteamiento original de GRASP
es su falta de estructuras de memoria. Las iteraciones de GRASP son indepen-
dientes y no utilizan las observaciones hechas durante iteraciones previas. Una
consecuencia de esto es el hecho de que una solución previamente construida
puede aparecer nuevamente, ya que esta situación es equivalente a un muestreo
con reemplazo, invirtiendo tiempo de cómputo en construir soluciones repetidas.

Un remedio ha sido sugerido por Fleurent y Glover [51] quienes usan un diseño
de memoria adaptativo tal como se propone en búsqueda tabú con el fin de retener
y analizar caracteŕısticas de ciertas soluciones seleccionadas y almacenadas en un
conjunto élite S, y proporcionar una base para mejorar las ejecuciones futuras
dentro del proceso constructivo.

Para esto definen una función de evaluación E(e) = F (valor(e), intensidad(e)),
para cada candidato en la lista C. F es una función monótona no decreciente en
sus argumentos, donde valor(e) está asociada con la función objetivo. Mayores
valores de esta función corresponden a mejores elecciones (aśı, en un problema de
minimización, valor(e) se incrementa si el cambio en el coste disminuye). Mien-
tras que intensidad(e), se vuelve más grande cuando e aparece con más frecuencia
en los mejores miembros del conjunto élite S.

Esta función es utilizada entonces para determinar las probabilidades de elec-
ción de cada miembro de la lista C, p(e) = E(e)/

∑
e′∈C E(e′). La función de

evaluación generalmente tiene la forma E(e) = λvalor(e) + intensidad(e)). Va-
lores mayores de λ dan más énfasis a valor, que a intensidad, esto es deseable al
inicio de la búsqueda, ya que no se cuenta con información suficiente para que
el factor intensidad pueda ser significativo. A medida que avanza la búsqueda y
se tiene información dentro del conjunto de soluciones élite, el valor de λ puede
disminuirse. Ya que la intensificación de alguna manera enfatiza la calidad de
las soluciones a costa de la aleatorización, generalmente se acompaña con una
componente de diversificación que periódicamente conduce la búsqueda hacia la
exploración de diferentes regiones del espacio de búsqueda. En este caso, la diver-
sificación se puede lograr incrementando λ, lo cual se hace cuando la diversidad
de las soluciones generadas es muy baja.

Otra alternativa es el uso del reencadenamiento de trayectorias (path relin-
king) con GRASP. El reencadenamiento de trayectorias fue propuesto original-
mente por Glover [53] como una forma de explorar las trayectorias entre soluciones
élite obtenidas por búsqueda tabú o búsqueda dispersa. Usando una o más solu-
ciones élite, se exploran las trayectorias en el espacio de soluciones que conducen
a otras soluciones élite para buscar mejores soluciones. Para generar trayectorias,
los movimientos se seleccionan para introducir atributos en la solución actual que
estén presentes en la solución élite gúıa.
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El reencadenamiento de trayectorias en el contexto de GRASP fue introducido
por Laguna y Mart́ı [70]. Desde entonces han aparecido numerosas extensiones,
mejoras, y aplicaciones exitosas [5, 27, 94, 97, 95, 49]. Ha sido usado como un
esquema de intensificación, en el que las soluciones generadas en cada iteración
de GRASP se reencadenan con una o más soluciones de un conjunto élite de
soluciones, o como en una fase de post-optimización, donde se reencadenan pares
de soluciones del conjunto élite.

Consideremos dos soluciones xs y xt en las cuales queremos aplicar reencade-
namiento de trayectorias desde xs hacia xt. La Figura 7 ilustra el procedimiento
de reencadenamiento de trayectorias mediante su seudo-código. El procedimiento
se inicia calculando la diferencia simétrica ∆(xs; xt) entre las dos soluciones, i.e.
el conjunto de movimientos necesarios para alcanzar xt desde xs. Se genera enton-
ces una trayectoria de soluciones encadenando a xs con xt. El algoritmo devuelve
la mejor solución encontrada en esta trayectoria. En cada paso, el procedimiento
examina todos los movimientos m ∈ ∆(x; xt) desde la solución actual x y elige
aquel que resulta en la solución menos costosa, i.e. aquel que minimiza f(x⊕m),
donde x ⊕m es la solución resultante de aplicar el movimiento m a la solución
x. Se efectúa el mejor movimiento m∗ produciendo x ⊕m∗ y el movimiento m∗

se elimina de la diferencia simétrica de ∆(x ⊕m; xt). En caso necesario, la me-
jor solución x∗ se actualiza. El procedimiento termina cuando se alcanza xt, i.e.
cuando ∆(x; xt) = ∅.

procedure PR
input: xs, xt;
Calcular la diferencia simétrica ∆(xs, xt);
x← xs;
f∗ ← mı́n {f(xs), f(xt)};
x∗ ← argmı́n{f(xs), f(xt)};
while ∆(xs, xt) = ∅; do

m∗ ← argmin{f(x⊕m);∀m ∈ ∆(x, xt)};
∆(x⊕m∗, xt)← ∆(x, xt) \ {m∗};
x← x⊕m∗;
if f(x) < f∗ then

f∗ ← f(x);
x∗ ← x;

end if
end while
return x∗;

Figura 7

La figura 8 ilustra el reencadenamiento de trayectorias.En el grafo de esta
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figura, los nodos corresponden a soluciones, y los arcos corresponden a movimien-
tos que permiten que una solución se alcance a partir de otra. Supóngase que
dos soluciones, A y D, se reencadenan. Sea A la solución inicial y D la solución
meta, y supóngase que la diferencia simétrica ∆(A; D) = 3. Existen tres posibles
movimientos partiendo de A. Se elige el mejor movimiento, el cual produce la
solución B. En este punto, la diferencia simétrica ∆(B; D) = 2 y por lo tanto
existen dos movimientos posibles. De nuevo, se elige el mejor movimiento, el cual
produce la solución C. Finalmente, en este punto hay un solo movimiento posi-
ble, el cual conduce a la solución meta D. Este esquema de reencadenamiento de
trayectorias produjo una “trayectoria” A→ B → C → D la cual puede ahora ser
evaluada.

A B

C

D

Figura 8

El reencadenamiento de trayectorias mantiene un conjunto P de soluciones
élite halladas durante la optimización [51]. Las primeras |P | soluciones distintas
que se encuentran se insertan en el conjunto élite. Después de eso, una solución
candidato x∗ se agrega a P si su costo es menor que el costo de todas las soluciones
del conjunto élite, o si su costo es mayor que el mejor, pero menor que la peor
solución élite y es suficientemente diferente de todas las soluciones del conjunto
élite. Si se acepta su entrada al conjunto élite, la nueva solución reemplaza a
la solución más similar a ella entre el conjunto de soluciones élite con un costo
peor que ella [95]. El conjunto élite puede ser renovado periódicamente [4] si
no se observan cambios en el conjunto élite durante un número especificado de
iteraciones GRASP. Una forma de hacer esto es fijar en infinito los valores de la
función objetivo de la peor mitad del conjunto élite. De esta forma se crearán
nuevas soluciones del conjunto élite.

Se han propuesto varios esquemas alternativos para el reencadenamiento de
trayectorias. Ya que este procedimiento puede ser demandante en recursos com-
putacionales, no necesita ser aplicado después de cada iteración GRASP. Es más
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conveniente hacerlo periódicamente. Usualmente las trayectorias desde xs hasta
xt y desde xt hasta xs son diferentes y ambas pueden explorarse. Ya que las
trayectorias pueden ser largas, no es necesario seguir la trayectoria completa. Se
puede restringir siguiendo una trayectoria truncada que inicie en xs y otra que
inicie en xt.

5 GRASP Continuo

Recientemente Hirsch et al [57, 58, 59, 60], introdujeron un método de opti-
mización global el cual extiende GRASP del dominio de la optimización discreta
al de la optimización global continua. El dominio de la función se supone inmerso
en un hiper-rectángulo de dimensión n, donde n es el número de variables. En
el inicio de cada iteración GRASP, se genera de forma aleatoria una solución x
dentro del rectángulo. La fase de construcción se inicia con esta solución dejando
en libertad de variar todas sus coordenadas, en cada una de las coordenadas libres
i se lleva a cabo una búsqueda lineal manteniendo las otras n − 1 coordenadas
de x en sus valores actuales. El valor de zi de la i-ésima coordenada, que mini-
mice el valor de la función objetivo, aśı como el valor de la función objetivo gi se
almacenan. Una vez que se ha llevado a cabo para cada una de las coordenadas
libres la búsqueda local, se forma una lista restringida de candidatos (LRC) la
cual contiene la coordenadas libres i cuyos valores gi son menores o iguales a
αmax + (1−α)min, donde max y min son, respectivamente los valores máximo y
mı́nimo de gi sobre todas las coordenadas libres de x, y α ∈ [0; 1]. De la LRC se
elige una coordenada al azar, digamos j ∈ LRC, y xj se fija a zj , quedando n− 1
variables libres. Eligiendo una coordenada de esta manera se asegura la aleatorei-
dad en la fase de construcción. Se continúa con el procedimiento anteriormente
descrito hasta que todas las n coordenadas de x se hayan fijado. En este punto
se ha obtenido x de la fase de construcción. Para la fase de post-procesamiento
la cual consiste en una búsqueda local, iniciando desde un punto x ∈ Rn, el algo-
ritmo genera un conjunto de direcciones y determina en qué dirección, si es que
hay una, mejora la función objetivo. Es fácil ver que existen 3n − 1 direcciones
posibles y aun para valores moderados de n este número puede ser muy grande.
Es por esto que se fija un cierto número máximo de direcciones a explorar, Ndir,
y se construyen al azar este máximo número de direcciones. Una vez construida
la dirección d, se genera el punto de prueba x∗ + hd donde h es un parámetro de
discretización. Si el punto de prueba x es factible y es mejor que x∗, entonces a x∗

se le asigna el valor de x y el proceso vuelve a comenzar con x∗ como la solución
inicial. Es importante notar que el conjunto de direcciones puede cambiar cada
vez durante el proceso, aśı como el orden en el cual estas direcciones se conside-
ran. Una vez que se encuentra un punto con f(x∗) ≤ f(x∗+hd) para cada una de
las Ndir d elegidas, se declara a x∗ localmente óptima y el procedimiento regresa
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esta solución. Esto corresponde a una iteración de construcción de GRASP, el
procedimiento se repite maxiter veces y se regresa la mejor de todas las soluciones
construidas.

6 Aplicaciones

La primera aplicación de GRASP fue a cubrimientos de conjuntos [42] en 1989,
y, a partir de entonces, ha sido aplicado a un amplio rango de tipos de problemas.
Referimos al lector a Festa y Resende [50] y al URL

http://graspheuristic.org/annotated
para una extensa bibliograf́ıa comentada de GRASP. Concluimos este caṕıtulo con
una lista parcial de aplicaciones de GRASP, mostrando su amplia aplicabilidad.

• enrutamiento [11, 14, 19, 29, 64];

• lógica [36, 86, 90, 91];

• cubrimiento y partición [11, 12, 42, 52, 54];

• localización [1, 35, 70, 102, 103];

• árbol mı́nimo de Steiner [28, 75, 76, 77, 97];

• optimización en grafos [2, 44, 65, 84, 89, 93, 96, 48, 65, 32];

• asignación [41, 51, 66, 70, 78, 81, 85, 88, 87, 100, 56];

• horarios, programación, y manufactura [16, 17, 18, 21, 33, 37, 38, 39, 40,
45, 46, 66, 98, 99, 105, 6];

• transporte [11, 38, 41, 71, 20];

• sistemas de potencia [22, 23, 15];

• telecomunicaciones [2, 13, 64, 70, 88, 89, 94, 26, 82, 104, 65, 72];

• diseño de redes [8], [34];

• dibujo de grafos y mapas [47, 67, 93, 96, 73, 74, 24];

• lenguaje [31];

• estad́ıstica [79, 80];

• bioloǵıa [9];

• programación matemática [83];

• empaquetado [30]; y

• VLSI [10], entre otras áreas de aplicación.
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J.L. González Velarde 87

7 Referencias bibliográficas
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Rect@ Monográfico 3 (2007)
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Rect@ Monográfico 3 (2007)
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[98] R.Z. Ŕıos Mercado and J.F. Bard. An enhanced TSP-based heuristic for ma-
kespan minimization in a flow shop with setup costs. Journal of Heuristics,
5:57-74, 1999.

[99] A.J. Robertson. A set of greedy randomized adaptive local search procedure
(GRASP) implementations for the multidimensional assignment problem.
Computational Optimization and Applications, 19:145-164, 2001.
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