ZWEI-EBENEN-OPTIMIERUNG

MIT DISKRETER UNTERER UND STETIGER
OBERER EBENE

Von der Fakultét fiir Mathematik und Informatik
der Technischen Universitdt Bergakademie Freiberg

genehmigte

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades
doctor rerum naturalium

Dr. rer. nat.,

vorgelegt

von Diplom—Mathematikerin =~ Diana Fanghénel

geboren am 24.07.1976 in Lichtenstein

Gutachter: Prof. Dr. Stephan Dempe, TU Bergakademie Freiberg
Prof. Dr. Andreas Fischer, TU Dresden
Prof. Dr. Ingo Althéfer, Friedrich-Schiller-Universitét Jena

Tag der Verleihung: 09.11.2006



/ZWEI-EBENEN—OPTIMIERUNG MIT
DISKRETER UNTERER EBENE UND STETIGER
OBERER EBENE

Diana Fanghénel

15. November 2006



Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Stephan Dempe fiir die Betreu-
ung dieser Arbeit bedanken. Insbesondere sein Zuspruch und sein sorgfiltiges
Korrekturlesen meiner Ausarbeitungen haben sehr zum Entstehen dieser Arbeit
beigetragen.

Mein besonderer Dank gilt desweiteren Herrn Prof. Peter Recht von der Univer-
sitdt Dortmund, welcher mein Augenmerk auf das Assortment Pricing Problem
gelenkt hat. Die Untersuchung dieses Problems hat mich mafigebend bei der
Entwicklung der theoretischen Grundlagen inspiriert.

Weiter mochte ich mich bei Herrn Dr. Heiner Schreier und allen anderen Mit-
arbeitern und Professoren der TU Bergakademie Freiberg bedanken, welche bei
Fragen immer ein offenes Ohr fiir mich hatten.



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung 5
2 Theoretische Betrachtungen 10
2.1 Aufgabenstellung . . . . . . ... oo oL 10
2.2 Stabilitatsbereiche . . . . . ... 12
2.3 Eigenschaften der Losungsmengen . . . . . . ... ... ..... 14
2.4 Die erweiterten Losungsmengen . . . . . . . .. .. .. ... ... 15
2.5 Losungsfunktionen . . . . . . .. ... ... ... 16
2.6 Schwache Losungsfunktionen . . . .. ... ... ... ... ... 19
2.7 Optimalitdtsbedingungen . . . . . . . ... ... ... .. .... 22
2.8 Die Berechnung von schwach lokal optimistischen bzw. pessimi-
stischen Losungen . . . . . . .. .. Lo L oL 28
3 Auswahlfunktionen 31
3.1 Grundlagen . . . . .. ... 31
3.2 Losungsfunktionen . . . . ... ... ... ... .. ... ... 33
3.3 Optimalitatsbedingungen . . . . . . .. .. ... ... ... ... 36
3.4 Berechnung einer schwachen lokalen Losung . . . . . . . .. ... 39
3.5  Optimistische und pessimistische Auswahlfunktionen . . . . . . . 40
3.6 Global optimale Losungen . . . . . .. ... L oL 44
4 Diskrete konvexe Probleme in der unteren Ebene 47
4.1 Aufgabenstellung . . . . . ... ... oL 47
4.2 Stabilitdtsbereiche . . . . .. ..o 48



4.3
4.4
4.5
4.6

Losungsmengen . . . . . . ..o 50
Losungsfunktionen . . . . . ... ..o 51
Optimalitdtsbedingungen . . . . . . ... ... ... ... .... 52
Losungsverfahren . . . . . .. . ... Lo 54

Zwei-Ebenen-Optimierung mit 0-1-Knapsack-Problemen in der

unteren Ebene 59
5.1 Aufgabenstellung . . . . . . .. ... L oL o 59
5.2 Stabilitdtsbereiche . . . . ... oL oo o 60
5.3 Die Losungsmengen . . . . . ... ... ... 65
5.4 Die erweiterten Losungsmengen . . . . . . . .. ... ... .. 66
5.5 Losungsfunktionen . . . . . . ... ... L. 68
5.6 Die Mengen W, (y) und \Tlp(y) .................... 71
5.7 Optimistische und pessimistische Auswahlfunktionen . . . . . . . 75
5.8 Optimalitdtsbedingungen . . . . . . .. ... ... .. ... ... 80

581 DerFall f>0 ... ... ... ... ... ... . 80

582 DerFall f<O ... ... .. o 81

583 DerFall f=0 . ... ... ... ... ... 83
5.9 Global optimale Lésungen . . . . . . . .. .. ... L. 84

59.1 DerFall f>0 ... ... ... ... ... ... 84

592 DerFall f<O .. ... .. o 85

59.3 DerFall f=0 ... ... ... ... ... ... 88
Das Assortment Pricing Problem 91
6.1 Problemstellung . . . . . . .. ... L L oL 91
6.2 Stabilitdtsbereiche . . . . .. ... Lo 92
6.3 Eigenschaften der Stabilitdtsbereiche . . . . . . . ... ... ... 98
6.4 Die Losungsmengen U(p) . . . . ... ... ... 102
6.5 Die erweiterten Losungsmengen W(p) . . . . . . . . ... ... .. 106
6.6 Losungsfunktionen . . . . .. ... ... L oL 112
6.7 Die schwachen Losungsfunktionen. . . . . . .. ... .. ... .. 114



6.7.1 Die schwache optimistische Losungsfunktion . . . . . . . . 115

6.7.2 Die schwache pessimistische Losungsfunktion . . . . . .. 116

6.8 Die Mengen L(z) und Ly(z) . . . . o oo i i oo 124
6.8.1 Die Mengen L(Z) . . . « o o vv it 124

6.8.2 Die Mengen Ly(z) . . . ... .. ... ... ... 126

6.9 Optimalitatsbedingungen . . . . ... ... ... ... ... ... 127
6.9.1 Der optimistische Fall . . . ... ... ... ... .. ... 128

6.9.2 Der pessimistische Fall . . . . . .. ... ... ... . ... 129

6.9.3 Einige Beispiele . . . . . . . ... oo 130

6.10 Losungsverfahren . . . . . . . . .. ... oL oL 132

7 Schlussbemerkungen 141



Kapitel 1

Einfiihrung

Das mathematische Gebiet der Optimierung spielt in unserer heutigen Gesell-
schaft eine bedeutende Rolle. In der Industrie kénnen eine optimale Ausnutzung
von Energie, Rohstoffen, Arbeitskraft, finanziellen Mitteln usw. existenzent-
scheidend sein. Viele Zusammenhénge in Industrie, Wissenschaft und Technik
kénnen mit Hilfe von Optimierungsaufgaben beschrieben werden.

Ein wichtiges Teilgebiet der Optimierung ist die sogenannte Zwei-Ebenen—Opti-
mierung. Aufgaben der Zwei-Ebenen—Optimierung sind hierarchische Optimie-
rungsprobleme, welche Situationen mit den folgenden Eigenschaften beschrei-
ben:

1. Es gibt zwei Entscheidungstréiger, den sogenannten Leader und den so-
genannten Follower. Beide sind an der Optimierung ihrer jeweiligen Ziel-
funktion interessiert.

2. Der Follower trifft seine Entscheidung, nachdem er die Entscheidung des
Leaders kennt.

3. Der Leader beeinflusst mit seiner Entscheidung die Wahlmoglichkeiten
und den Zielfunktionswert des Followers.

4. Der Follower beeinflusst mit seiner Wahl das Ergebnis des Leaders.

5. Der Leader kennt Zielfunktion und Entscheidungsmoglichkeiten des Fol-
lowers. Er muss die moéglichen Entscheidungen des Followers beriicksich-
tigen, wenn er seine eigene Zielfunktion optimiert.

Wie kann man also diese Situation mit Hilfe von Formeln wiedergeben? Ange-
nommen, eine die Entscheidung des Leaders lisst sich mit einem Vektor y € R*
beschreiben. Dann koénnen die Entscheidungsmoglichkeiten des Followers mit
Hilfe eine Entscheidungsmenge X C R™ und einer Funktion A : R"* x R¥ — R™



angegeben werden. Wenn f : R” x R¥ — R die Zielfunktion des Followers ist,
so 16st er also eine parametrische Optimierungsaufgabe

H%cln{f(x,y) 2 h(z,y) <0, z € X}, (1.1)

Diese Aufgabe heifit Aufgabe des Followers bzw. Aufgabe der unteren Ebene.

Der Leader kann bei seiner Entscheidung also davon ausgehen, dass der Follower
eine Entscheidung = € W(y) trifft, wobei ¥(y) im folgenden die Menge aller
optimalen Losungen der Aufgabe (1.1) bezeichnet in Abhéngigkeit vom Vektor
y € R¥. Wenn Y C R¥ die Entscheidungsmenge des Leaders ist und g : R" x
R¥ — R seine Zielfunktion, so 16st der Leader also die Optimierungsaufgabe

»min “{g(z,y) : z € W(y), y € Y} (1.2)
Diese Aufgabe heifit Aufgabe des Leaders bzw. Aufgabe der oberen Ebene.

Die Anfithrungsstriche in (1.2) verdeutlichen dabei die Unsicherheit in der Ent-
scheidung des Leaders, welche daraus resultiert, dass i.a. card ¥(y) # 1 gilt.
Bei geeigneter Wahl der Menge Y kann davon ausgegangen werden, dass stets
U(y) # 0 fiir alle y € Y gilt. Somit stellt sich die Frage, wie der Leader mit der
Situation card ¥(y) > 1 umgeht. Fiir diese Situation werden in der Literatur
meist zwei Losungszugénge angegeben.

1. optimistischer Losungszugang: Wenn der Leader den Follower zur Ko-
operation iiberreden kann, so wird der Follower diejenige seiner optimalen
Losungen wihlen, welche am giinstigsten fiir den Leader ist. Die hieraus
resultierende Zielfunktion ¢, : R¥ — R kann somit durch

bo(y) = mgg?y)g(ay) (1.3)

angegeben werden. Die Funktion ¢, : R¥ — R heifit optimistische Losungs-
funktion. Der Leader 16st in diesem Fall die Ersatzaufgabe

min{¢o(y) : y €Y} (1.4)

2. pessimistischer Losungszugang: Wenn der Leader den Follower nicht
zur Kooperation iiberreden kann, so wird er versuchen den Schaden zu
begrenzen, welcher ihm durch eine ungiinstige Wahl des Followers ent-
steht. Der Leader geht bei diesem Losungszugang also davon aus, dass der
Follower die fiir ihn ungiinstigste Wahl trifft, und minimiert die Funktion
op RF — R mit

= max ¢g(z,y). 1.5

Op(y) = max g(z.y) (1.5)

Die Funktion ¢, : R¥ — R heifit pessimistische Losungsfunktion. Der
Leader 16st in diesem Fall die Ersatzaufgabe

min{¢,(y) : y € Y}. (1.6)



Die spezielle Struktur von Zwei-Ebenen—Problemen erméglicht ein Anwendung
auf eine Vielzahl von praktischen Situationen, bei welchen eine hierarchische
Entscheidungssituation vorliegt. Dazu gehtéren zum Beispiel das Management
von hierarchisch strukturierten Firmen, die Planung von Strafennetzen, Pro-
duktionsplanung, Umweltschutz oder Steuerpolitik. Umfangreiche Ubersichten
iiber existierende Anwendungen sind in den kommentierten Bibliografien [7, 28]
zu finden sowie in den Biichern von J.F. Bard [2] und S. Dempe [6].

Auf Grund der vielen Anwendungsmoglichkeiten existiert eine grofie Anzahl von
Arbeiten zur Zwei-Ebenen—Optimierung. Dabei liegt der Schwerpunkt auf den
sogenannten stetigen Zwei-Ebenen—Problemen. Damit sind i.a. Aufgaben ge-
meint, bei welchen X = R™ und Y = RF gilt. Fiir diese Zwei-Ebenen-Probleme
wurde eine Vielzahl von Optimalitédtsbedingungen und Losungsverfahren ent-
wickelt (siehe z.B. [2, 6, 7, 28]).

Zwei-Ebenen—Probleme, bei denen einige Variable diskret sind, wurden bisher
nur sehr selten betrachtet. Eine der am héufigsten zitierten Arbeiten zu der-
artigen Problemen stammt von Vicente, Savard und Judice. In diesem Artikel
werden fiir diskrete lineare Zwei-Ebenen—Probleme die sogenannten induzierten
Mengen und dquivalente Drei-Ebenen—Probleme [2, 29] untersucht. Dabei wird
insbesondere aufgezeigt, dass es eine sehr grofie Rolle spielt, ob eine Variable in
der unteren oder ob eine Variable in der oberen Ebene diskret ist.

Zwei-Ebenen-Probleme mit einer diskreten oberen Ebene und mit einer ste-
tigen unteren Ebene, d.h. mit X = R® und Y = Z*, werden in [11, 16, 30]
untersucht. In diesen Arbeiten sind die Nebenbedingungen stets linear und die
Zielfunktionen linear [16, 30] oder konvex bzw. quadratisch konvex [11]. Als
Losungsverfahren wird in [11, 30] ein Branch & Bound—Verfahren vorgeschla-
gen.

Fiir lineare gemischt-ganzzahlige Zwei-Ebenen—Probleme wird in [2, 19] eben-
falls ein Branch & Bound-Algorithmus betrachtet. Die Korrektheit des Algo-
rithmus wurde jedoch nur fiir die Fille gezeigt, bei denen alle Variablen in der
oberen Ebene diskret sind oder bei denen alle Variablen in der unteren Ebene
stetig sind.

Weiter gibt es Arbeiten, welche sich mit Zwei-Ebenen—Problemen beschéfti-
gen, in denen alle Variablen diskret sind [3, 14, 27]. In diesen Artikeln werden
Enumerations- bzw. k-th-best Algorithmen zur Losung der Aufgaben vorge-
schlagen.

Desweiteren existieren einige wenige Arbeiten zu Zwei-Ebenen—Problemen mit
einer stetigen oberen Ebene und einigen diskreten Variablen in der unteren
Ebene [6, 8, 9, 15]. In [6] werden diskrete lineare Zwei-Ebenen—Probleme un-
tersucht, bei denen der Leader nur die Zielfunktion des Followers beeinflusst.
Die Artikel [8, 15] beschiftigen sich mit einem Zwei-Ebenen—Problem aus dem
Erdgas-Transport, bei welchem eine boolesche Variable in der Aufgabe der un-
teren Ebene auftritt. Der Artikel [9] kann auch in [6] nachgelesen werden. In
ihm entspricht die Aufgabe der unteren Ebene einem 0-1-Knapsack-Problem.



Von [9] abgesehen wird in allen in diesem Abschnitt angegebenen Artikeln aus-
schliefflich der optimistische Losungsfall betrachtet oder die Eindeutigkeit der
Losungsmengen gefordert. Desweiteren fehlen bisher allgemeine Betrachtungen
zu Optimalitdtsbedingungen.

Es stellt sich also fiir uns die Aufgabe, eine allgemeine Theorie zur Betrachtung
von Zwei-Ebenen—Problemen mit diskreter unterer Ebene und Optimalitédtsbe-
dingungen zu entwickeln.

Die vorliegende Arbeit ist unterteilt in einen theoretischen Teil (Kapitel 2 und
Kapitel 3) und in einen Teil mit Anwendungen (Kapitel 4, Kapitel 5 und Kapi-
tel 6). Dabei werden wir uns intensiv mit Zwei-Ebenen—-Aufgaben der Form

»min “{g(z,y) : y €Y, z € U(y)}
mit (1.7)
U(y) = argmin{f(z,y) : h(z,y) <0, z € X}.

beschéftigen, bei welchen die Menge X in der unteren Ebene diskret ist.

In Kapitel 2 werden wir zunéchst einige grundlegende Begriffe definieren wie z.B.
Stabilitatsbereich, Losungsmenge und erweiterte Losungsmenge. Weiter sollen
wichtige Eigenschaften der optimistischen bzw. pessimistischen Losungsfunktion
®o(-) bzw. ¢p(-) untersucht werden. Da diese Funktionen i.a. nicht unterhalb-
stetig sind und somit die Aufgaben (1.4) bzw. (1.6) i.a. keine global optimale
Losung besitzen, fithren wir in Kapitel 2.6 den Begriff der schwachen Losungs-
funktion ein. Danach untersuchen wir Optimalitdtsbedingungen sowohl fiir die
(schwache) optimistische als auch die (schwache) pessimistische Losungsfunkti-
on. Zum Schluss diskutieren wir eine Berechnungsmoglichkeit fiir schwach lokal
optimistische bzw. pessimistische Losungen.

In Anwendungen ist es nicht immer sinnvoll, den optimistischen bzw. pessimisti-
schen Losungszugang zu verwenden. Deshalb fiihren wir in Kapitel 3 den Begriff
der Auswahlfunktion ein. Mit Hilfe dieser Auswahlfunktionen kénnen wir wie-
derum Losungsfunktionen bzw. schwache Losungsfunktionen fiir die Aufgabe
der oberen Ebene konstruieren. Auch fiir diese Losungsfunktionen werden wir
Optimalitéitsbedingungen und eine Berechnungsmoglichkeit fiir schwach lokale
Losungen diskutieren. Anschlieflend zeigen wir den Zusammenhang zwischen
optimistischem bzw. pessimistischem Losungszugang und den sogenannten op-
timistischen bzw. pessimistischen Auswahlfunktionen. Zum Schluss untersuchen
wir global optimale und e-optimale Losungen.

In den Kapiteln 4, 5 und 6 werden wir die Erkenntnisse aus den Kapiteln 2 und
3 auf einige konkrete Aufgabenklassen anwenden.

In Kapitel 4 betrachten wir ein Zwei-Ebenen—Problem mit einer stetigen linea-
ren Aufgabe in der oberen Ebene und einer diskreten konvexen Aufgabe in der
unteren Ebene. Fiir dieses Problem untersuchen wir zunéchst die Eigenschaften
der Stabilitdtsbereiche, der Losungsmengen und der Losungsfunktionen. An-



schliefend geben wir Optimalitdtsbedingungen fiir lokal optimistische bzw. pes-
simistische Losungen an. Weiter werden wir Losungsverfahren diskutieren.

In Kapitel 5 betrachten wir eine lineare Zwei-Ebenen—Aufgabe mit einem 0-1—
Knapsack-Problem in der unteren Ebene. Fiir dieses Problem untersuchen wir
zunéchst die Begriffe aus Kapitel 2. Es zeigt sich hierbei, dass es hier sinnvoll
ist, zur Betrachtung von optimistischen bzw. pessimistischen Auswahlfunktio-
nen iiberzugehen. Es werden also Auswahlfunktionen definiert. Fiir die zugehori-
gen Losungsfunktionen werden wir die Optimalitdtsbedingungen aus Kapitel 3
anwenden. Weiter werden wir globale und e-optimale Losungen untersuchen.

In Kapitel 6 untersuchen wir das sogenannte Assortment-Pricing—Problem. Es
werden wiederum die Begriffe und Theoreme aus den Kapiteln 2 und 3 auf
dieses Problem angewendet. Besonders interessant bei diesem Problem sind die
Untersuchungen zu den schwach lokal pessimistischen Lésungen. Diese werden es
uns ermoglichen, eine einfache Beschreibung fiir globale pessimistische Lésungen
zu finden.



Kapitel 2

Theoretische Betrachtungen

2.1 Aufgabenstellung

Gegeben sei die folgende Optimierungsaufgabe

. myin Go(z,y): yeY, zcV(y)}
mit (2-1)
U(y) = arg;nin{f(w,y) D h(z,y) <0, € X}

Dabei sei
g : R"xRF — R stetig beziiglich y,
f : R"xRF - Rund
h : R*"xR*—R™
Weiter sei Y C R¥ eine nichtleere, kompakte Menge und X C R™ sei nichtleer

und diskret, d.h. es existiert ein w > 0 mit ||z! — 2?|| > w fiir alle 2!, 22 € X.

Man bezeichnet nun die Aufgabe

»min“{g(z,y) - y €Y, x € U(y)} (2.2)
als Aufgabe der oberen Ebene und die Aufgabe

mxin{f(a:,y) : h(z,y) <0, v € X} (2.3)

als Aufgabe der unteren Ebene. Die Aufgabe der unteren Ebene ist also eine
diskrete Optimierungsaufgabe mit einem Parameter y € Y. Dieser Parameter
kann sowohl in der Zielfunktion als auch in den Nebenbedingungen enthalten
sein. Die Anfiihrungszeichen in (2.2) sollen die Unsicherheit in der Definition
der Aufgabe ausdriicken, falls die Menge ¥(y) mehr als ein Element besitzt.
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U(y) := argmin{f(z,y) : h(z,y) <0, x € X} (2.4)
bezeichnet hierbei die Menge aller global optimalen Losungen der unteren Ebene
in Abhéngigkeit von y € Y.

Bemerkungen:

1. Sperzialfille fiir diskrete Mengen X sind X = Z" und X C R" mit endlicher
Kardinalitdt card(X) < oco.

2. Es wird keine Stetigkeit von g beziiglich = gefordert. Auch fiir die Funk-
tionen f und h wird zunichst keine Stetigkeit oder Differenzierbarkeit
gefordert.

Weiter werden an die Aufgabe (2.1) folgende Forderungen gestellt:
(F1) EsseiU(y)#0 firalleyeY.

Ist diese Forderung in einer Aufgabe nicht erfiillt, so kann die Menge Y auf eine
Teilmenge mit der geforderten Eigenschaft eingeschrinkt werden.

Weiter sei -
X:={reX: yeY mitxe T(y)} (2.5)

Fiir diese Menge fordern wir
(F2) card(X) < oco.
Ist card(X) < oo, so ist die Forderung (F2) automatisch erfiillt. Es gibt jedoch

auch Aufgaben mit diskreter Menge X, fiir welche Forderung (F2) nicht erfiillt
ist.

Die Forderungen (F1) und (F2) sind globale Voraussetzungen, welche ab sofort
stets vorausgesetzt werden, es sei denn, es wird explizit angegeben, dass sie nicht
benétigt werden.

Beispiel 2.1. Sei Y = [0.5;1], X = Z, f(%,y) =y und h(x,y) =y — . Dann
ist U(y) ={1,2,3,...} =N fiir alley € Y. Also ist X =N, d.h. Forderung (F2)
ist nicht erfillt.
Weiter impliziert Forderung (F2) die Eigenschaft

card(¥(y)) < oo fiir alle y € Y. (2.6)

Die Umkehrung gilt jedoch i.a. nicht, d.h. card(¥(y)) < oo fiir alle y € Y
impliziert nicht die Giiltigkeit von (F2).

Beispiel 2.2. Sei X =N, Y =[0;1], h(x,y) =zy — 1 und

fan={ %, 120

Dann ist W(0) = {1} und W(y) = {[1/y]} fir alley € (0;1]. Also ist x € ¥(1/x)
fir alle x € X, d.h. X = X =N und card(X) = oco.
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2.2 Stabilitatsbereiche

Eine Menge, die fiir uns noch sehr wichtig werden wird, ist der Stabilitéitsbereich.
Stabilitatsbereiche werden fiir Optimierungsaufgaben wie folgt definiert:

Definition 2.1. Die Menge
R(z):={yeY:zec¥(y)}
heifst Stabilitdtsbereich von v € X.
Ein Stabilitatsbereich von x € X ist also die Menge aller Parameter y € Y, fiir
welche z eine global optimale Losung der unteren Ebene ist.

Somit gilt offenbar R(x) # () genau dann, wenn x € X ist. Weiter impliziert die
Forderung (F1) die Eigenschaft

Y = |J R(x). (2.7)
zeX

Fiir die Berechnung eines Stabilitétsbereichs R(z), = € X, kann man einen
Vergleich mit den anderen Elementen aus X verwenden.

Lemma 2.1. Fiir alle x € X gilt

R(z) ={y €Y : h(z,y) <0, (h(Z,y) £ 0 oder f(z,y) < f(z,y)) Vz € X}.

Beweis. Sei x € X und y € R(x). Dann gilt laut Definition z € ¥(y). Dann
impliziert Formel (2.4) die Zuléssigkeit von Punkt x, d.h. es ist h(z,y) < O.
Weiter darf kein # € X einen besseren Funktionswert als 2 haben und zulissig
sein. Also ist

R(x) C{y €Y : h(x,y) <0, (h(z,y) £ 0 oder f(x,y) < f(z,y))Vz € X}.
Sei € X und sei y € Y, wobei die Bedingungen
h(z,y) <0, (h(z,y) £ 0 oder f(z,y) < f(Z,y))VZ € X

erfiillt sein sollen. Es ist y € R(z) zu zeigen. Wegen Forderung (F1) exi-
stiert ein 7 € X mit # € ¥(y). Der Punkt 7 € X ist also zulissig und der
Wert der Funktion f(-,y) ist im Punkt Z nicht schlechter als im Punkt z,
d.h. es ist f(Z,y) < f(x,y) und h(Z,y) < 0. Wegen der Annahme gilt wei-
ter f(Z,y) > f(x,y). Somit ist f(Z,y) = f(z,y) und beide Punkte z,Z sind
zuléssige Losungen der unteren Ebene. Wenn Z eine global optimale Losung
ist, so ist auch z eine global optimale Losung, d.h. es ist © € ¥(y) und somit
y € R(x). Also gilt

R(z)={y €Y : h(z,y) <0, (h(Z,y) £ 0 oder f(z,y) < f(z,y)) Vz € X}.
O
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Sei ein beliebiger Punkt 7 € X\X gegeben. Dann bedeutet 7 ¢ X, dass fiir
jedes y € Y der Punkt Z nicht zulissig ist oder ein zulissiger Punkt z € X
existiert mit f(z,y) < f(Z,y). Fiir alle z € X und alle y € R(x) gilt also stets
h(Z,y) £ 0 oder f(z,y) < f(Z,y). Somit konnen die Stabilitidtsbereiche fiir alle
x € X auch wie folgt beschrieben werden:

R(z) ={y €Y : h(z,y) <0, (h(Z,y) £ 0 oder f(z,y) < f(Z,y)) V& € X(}- |
2.8

Stabilitédtsbereiche kénnen fiir einige spezielle diskrete Optimierungsaufgaben
explizit berechnet werden, z.B.

1. firm =0, k = n < 3, card(X) < oo und f(z,y) = ||z — y||. Bei die-
ser Aufgabenklasse entspricht die Berechnung von Stabilitétsbereichen der
Berechnung von sogenannten Voronoi-Gebieten. Diese Berechnungen wer-
den z.B. in [20] ausfiihrlich erldutert.

2. fiir Probleme mit kleiner Kardinalitdt der Menge X.
3. fiir das Assortment Pricing Problem (siche Kapitel 6).

Stabilitédtsbereiche sind im allgemeinen weder offen noch abgeschlossen. Weiter-
hin miissen sie nicht zusammenhéngend sein.

Beispiel 2.3. Se: X = {0,1,2}, Y =[0;3], h(z,y) =z —y <0 und f(z,y) =
(x —y)2. Dann gilt f(x,y) < f(Z,y) genau dann wenn x* —2xy < 2 — 27y und
somit 2y(z — ) < 7% — 22 ist. Mit Formel (2.8) folgt also

R(0) = {ye[03]: y<05odery<1, y<1 odery<2}=][0;1),

R(1) = {yel;3]: y>0.5o0dery <0, y<15 odery<2}=]1;2),

R(2) = {ye[%3]:y>1 odery<0, y>1.5 odery <1} =1[2;3].
Beispiel 2.4. Sei X = {-0.5,0,1}, Y = [-1;1], h(z,y) = 2% —y? < 0 und

f(z,y) = —22. Dann ist
R(—0.5) = (—1;-0.5] U [0.5;1), R(0) = (—0.5,0.5) und R(1) = {-1} U {1}.

In diesem Beispiel ist also R(0) offen, R(1) ist abgeschlossen und R(—0.5) we-
der das eine noch das andere. Auflerdem sind R(1) und R(—0.5) nicht zusam-
menhdngend.

Stabilitédtsbereiche kénnen auch leer sein oder sich iiberlappen, d.h. fiir zwei
Punkte 2,7 € X, x # Z gilt int R(z) Nint R(Z) # 0.

Beispiel 2.5. Sei X = {-1,0,1}, Y = [-2;1], h(z,y) = z+y < 0 und
f(x,y) = —22%. Dann erhdilt man mit Formel (2.8)

R(=1) =[=2;1], R(0)=0, R(1)=[-2;—1].
Es gilt also R(0) =0, d.h. 0 ¢ X, und int R(—1) Nint R(1) = (—2; —1) # 0.
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2.3 Eigenschaften der Losungsmengen

Bekanntlich war
U(y) = argmin{f(z,y) : h(z,y) <0, xz € X}

die Menge aller global optimalen Losungen der unteren Ebene in Abhéngigkeit
von y € Y. Aufgrund der Definition der Stabilitdtsbereiche gilt auch

U(y)={reX: ye R} (2.9)

Somit kann man bei Kenntnis der Stabilitdtsbereiche leicht die Lésungsmen-
ge U(y) fiir jedes y € Y bestimmen. Die Begriffe der Lésungsmenge und des
Stabilitédtsbereichs sind zueinander invers.

Beispiel 2.6. Betrachten wir noch einmal die Aufgabe aus Beispiel 2.5. Die
Stabilititsbereiche waren hier R(—1) = [—2;1], R(0) = 0 und R(1) = [-2; -1].
Somit ist U(y) = {1,—1} fiir alle y € [-2;—1] und V(y) = {—1} fir alle
y € (=1;1].

Eine wichtige Eigenschaft in der Zwei-Ebenen-Optimierung mit stetiger unterer
Ebene ist die Oberhalbstetigkeit der Losungsfunktion ¥(-). Sie wird verwendet
fiir die Diskussion der Losbarkeit (siehe [6]). Es stellt sich somit die Frage nach
der Oberhalbstetigkeit von ¥(-) bei diskreter unterer Ebene.

Definition 2.2. [1] Eine Punkt-Menge-Abbildung T : Y — 2% heifit oberhalb-
stetig in y° € Y, wenn fiir jede offene Menge Q D I'(y°) ein § > 0 existiert mit
QD I(y) fiir alley € Y mit ||y — 3°|| < . Die Abbildung T : Y — 2% heifst
oberhalbstetig, wenn sie in allen Punkten y € Y oberhalbstetig ist.

Aufgrund der Endlichkeit von X kann die Oberhalbstetigkeit mit Hilfe von
folgendem Lemma gepriift werden:

Lemma 2.2. FEine Abbildung I' :' Y — 2% st oberhalbstetig in y° € Y genau
dann wenn ein § > 0 existiert mit T'(y°) 2 T'(y) fir alley € Y mit ||y —1y°| < 4.

Beweis. Angenommen es existiert kein § > 0 mit T'(y°) D I'(y) fiir alle y € Y’
mit ||y —4°|| < 6. Dann gibt es eine Folge {*} C Y mit limy_ o y* = ° und
[(y°) 2 T(y*) fiir alle k. Somit existiert aber auch eine Folge {z*} C X mit
ok € T(y*)\I'(y°) fiir alle k. Da card(X) < oo ist, kann 0.B.d.A. angenommen
werden, dass die z* alle gleich sind. Es existiert also ein x € T'(y*)\I'(y°) fiir
alle k. Somit existiert eine offene Umgebung Q D T'(y") mit # ¢ Q. Also ist T’
nicht oberhalbstetig in y° € Y.

Sei 6 > 0 und sei I'(y°) 2 I'(y) fiir alle y € Y mit ||y — y°|| < §. Dann gilt
fiir jede offene Menge © mit © D I'(y°) auch Q D I'(y°) D I'(y), d.h. T ist
oberhalbstetig. O
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Nun l4sst sich leicht zeigen, dass die Losungsmengenabbildung ¥(-) im allge-
meinen nicht oberhalbstetig ist.

Beispiel 2.7. Wir betrachten noch einmal die Aufgabe aus Beispiel 2.3. Sei
also X ={0,1,2}, Y = [0;3], h(z,y) =2 —y <0 und f(x,y) = (x —y)?. Dann
gilt

RO)=[0;1), R()=[1;2) und R(2)=[23]

Somit ist
U(1) ={1} aber ¥(y)={0} fir alley € [0;1).

Also ezistiert kein § > 0 mit (y) C ¥(1) fir alley € Y mit ||y — 1|| < 8. Die
Lisungsmengenabbildung ist in y® = 1 nicht oberhalbstetig.

2.4 Die erweiterten Losungsmengen

Da die Losungsmengenabbildung ¥(-) nicht oberhalbstetig ist, filhren wir die
sogenannte erweiterte Losungsmengenabbildung ¥(-) ein.

Definition 2.3. Die Menge
U(y):={r e X: yeccR(z)}

heifit erweiterte Lisungsmenge im Punkty € Y. Die zugehirige Punkt-Menge-
Abbildung ¥ : Y — 2% heif§it erweiterte Losungsmengenabbildung.

Beispiel 2.8. Sei noch einmal die Aufgabe aus Beispiel 2.3 bzw. Beispiel 2.7
gegeben mit X = {0,1,2}, Y =[0;3], h(z,y) =x—y < 0 und f(z,y) = (x—1y)?.
Dann gilt bekanntlich

R(0)=[0;1), R(1)=[1;2) und R(2)=[2;3].
Also ist
AR(0)=[0;1], cR(1)=[1;2] und clR(2)=[23].
Es folgt somit ¥(1) = {0,1} # (1) = {1}.

Es macht Sinn bei ¥(-) von einer Erweiterung der Losungsmengenabbildung zu
sprechen, denn es gilt offensichtlich

U(y) C ¥(y) fiiralley €Y. (2.10)

Weiterhin gilt ¥(y) = ¥(y) fir alle y € Y, falls die Stabilitdtsbereiche ab-
geschlossen sind fiir alle z € X. Die wichtigste Eigenschaft von W(-) ist die
Oberhalbstetigkeit. Es gilt:

Theorem 2.3. U (-) ist die kleinste oberhalbstetige Punkt-Menge-Abbildung mit
U(y) C W(y) fir alley €Y.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Oberhalbstetigkeit von W¥(-). Angenommen
W(-) ist nicht oberhalbstetig in y° € Y. Dann existiert eine Folge {y*} C Y
mit limg oo ¥ = 30 und ¥(y*) € ¥(y°) fiir alle k. Da card(X) < oo ist und
U(y*) C X, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ein z € X existiert mit

z €Uy VE und x ¢ T(yO).

Somit folgt
y* € R(x)VE und 3° ¢ clR(x).

Dies ist aber ein Widerspruch zur Abgeschlossenheit von cl R(z). Also ist ¥(-)
oberhalbstetig.

Angenommen es existiert eine oberhalbstetige Punkt-Menge-Abbildung I'(+) mit
U(y") CT(y°) S ¥(y°)

fiir ein 4y € Y und ¥(y) C ['(y) fiir alle y € Y. Sei x € ¥U(y°) beliebig. Dann ist
y° € cl R(x). Somit existiert eine Folge {y*} C R(x) mit limg_ o y* = y°. Also
gilt # € U(y*) C T'(y*) fiir alle k. Aus der Oberhalbstetigkeit von I'(-) folgt nun
x € T'(y°). Also ist T'(y?) = W(y°). Folglich ist ¥(-) die kleinste oberhalbstetige
Punkt-Menge-Abbildung mit ¥(y) C ¥(y) fiir alle y € Y. O

2.5 Losungsfunktionen

Wie wir schon gesehen haben (Beispiel 2.6), kénnen die Lésungsmengen ¥(y)
mehrere Elemente besitzen. Dies verursacht eine gewisse Unsicherheit in der
Aufgabe der oberen Ebene. Es stellt sich die Frage, welches € ¥(y) in Auf-
gabe (2.2) verwendet werden soll. Um diesen Konflikt zu lésen, werden in der
Literatur die folgenden zwei Zugéinge vorgeschlagen (siehe z.B. [6]):

(a) optimistischer Zugang: Beim optimistischen Zugang wird statt Aufga-
be (2.2) die Ersatzaufgabe

$o(y) — min
{ ey (2.11)
mit
Po(y) = Igpl?y)g(x,y) (2.12)

gelost. Man geht hier davon aus, dass diejenige optimale Losung der unte-
ren Ebene gewéhlt wird, welche am giinstigsten fiir den Zielfunktions-
wert der oberen Ebene ist. Man ist also ,optimistisch®. Die Funktion
¢ : Y — R heifit optimistische Lésungsfunktion.
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(b) pessimistischer Zugang: Beim pessimistischen Zugang wird statt Auf-
gabe (2.2) die Ersatzaufgabe

¢p(y) — min
{ ey (2.13)
mit
bp(y) = mlglgé)g(w, Y) (2.14)

gelost. Man geht hier davon aus, dass diejenige optimale Losung der un-
teren Ebene gewéhlt wird, welche am ungiinstigsten fiir den Zielfunkti-
onswert der oberen Ebene ist. Man ist also ,,pessimistisch®. Die Funktion
¢p : Y — R heifit pessimistische Losungsfunktion.

Die Losungsfunktionen ¢,(-) und ¢,(-) sind bei diskreten Mengen X im all-
gemeinen nicht stetig. Bei den Ersatzaufgaben (2.11) und (2.13) werden also
unstetige Funktionen iiber einer kompakten Menge optimiert.

Im Zusammenhang mit der optimistischen und der pessimistischen Losungs-
funktion sollen weiter die folgenden Mengen eingefiihrt werden:

Definition 2.4. Seien
O(z) = {yeR@): ¢o(y) =g(z,y)} und
P(z) = {yeR(@): ¢p(y) =g(z,y)}

die Mengen aller y € Y, bei welchen der Punkt x € X beim optimistischen bzw.
pessimistischen Zugang ausgewdhlt werden kann.
Diese Mengen sind im allgemeinen weder offen noch abgeschlossen. Sie konnen

auch leer oder nicht zusammenhéngend sein.

Beispiel 2.9. Betrachten wir noch einmal die Aufgabe aus Beispiel 2.5, d.h. es
sei X = {-1,0,1}, Y = [-2;1], h(z,y) =2 +y < 0 und f(z,y) = —2%. Dann
gilt bekanntlich

R(1)=[-2,-1], R(0)=0 und R(—1)=[-2,1].

Also ist U(y) = {1,—1} fir alle y € [-2,—1] und ¥(y) = {—1} fir alle y €
(—1,1]. Weiter sei g(z,y) = xy. Dann gilt

bo(y) = { y_y ;Z::Z E E:%:il] und ¢p(y) =—y firaleyeY

sowie



Statt den Begriffen optimistische/pessimistische Losungsfunktion werden in der
Literatur (z.B. in [9]) gelegentlich die Begriffe starke/schwache Losungsfunktion
verwendet. Diese Begriffe sind jedoch irrefithrend, da hiermit eine Wertigkeit der
Losungsfunktionen impliziert wird. Im folgenden sollen diese Begriffe anderwei-
tig verwendet werden.

Bekanntlich existiert stets eine lokales bzw. globales Minimum, wenn eine unter-
halbstetige Funktion iiber einer kompakten Menge minimiert wird (siehe [25]).

Definition 2.5. Eine Funktion ¢ : Y — R heifit unterhalbstetiq in y° € Y,
wenn

liminf ¢(y) > ¢(y°)

y—y0, yeY

gilt. Gilt diese Eigenschaft fiir alle Punkte y° € Y, so heifit ¢(-) unterhalbstetig.

Leider sind jedoch die optimistische und die pessimistische Losungsfunktion im
allgemeinen nicht unterhalbstetig.

Beispiel 2.10. Sei f(x,y) = (v —y)?, h(z,y) = 2 —vy, g(z,y) = 1+ —y,
X ={0,1,2} und Y = [0;2]. Dies entspricht der Aufgabe aus Beispiel 2.8 mit
verdnderter Menge Y. Analog zu Beispiel 2.8 gilt dann R(0) = [0;1), R(1) =
[1;2) und R(2) = {2}. Also ist card(V(y)) =1 fiir alle y € Y, d.h. optimistische
und pessimistische Lisungsfunktion sind gleich. Es gilt

1—y, yel01)
Po(y) = dp(y) = 2y, ye[l;2)
3, y=2

Somit sind die Lisungsfunktionen in den Punkten y =1 und y = 2 nicht unter-
halbstetig. Aus der Skizze ersieht man, dass kein lokales Minimum existiert.

Somit haben die optimistische und die pessimistische Losungsfunktion im allge-
meinen kein lokales Minimum. Da wir dennoch zumindest eine ,,fast“ optimale
Losung ermitteln mochten, fiihren wir den Begriff der schwachen Losungsfunk-
tion ein.
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2.6 Schwache Losungsfunktionen

Wenn z.B. die Funktion ¢, : ¥ — R nicht unterhalbstetig ist in einem Punkt
y? € Y, so gilt wegen Definition 2.5 offenbar ¢,(y°) > liné inf ¢,(y). Da
y—=y°,yeY

wir aber unterhalbstetige Funktionen betrachten wollen, motiviert uns dies zur
Einfithrung folgender Funktionen:

Definition 2.6. [26] Fiir alle y° € Y sei

(Eo(yo) = liminf (bo(y) (2'15>
y—yY, yeY
und -
op(y°) = lim inf op(y). (2.16)
y—y?, yey

Dann heifit ¢,(-) schwache optimistische Lésungsfunktion und ¢,(-) schwache
pessimistische Losungsfunktion.

Aufgrund der Definition gilt offenbar fiir alle y € Y

Go(y) < do(y) und  ¢p(y) < Gp(y). (2.17)

Im néchsten Theorem wollen wir zeigen, dass sowohl die schwache optimistische
als auch die schwache pessimistische Losungsfunktion unterhalbstetig sind. So-
mit besitzen beide Funktionen lokale und globale Minima {iber der kompakten
Menge Y (siehe [25]).

Theorem 2.4. Die Funktionen bo(*) und ¢p(+) sind die groften unterhalbste-
tigen Funktionen mit ¢o(y) < ¢o(y) bzw. ¢p(y) < ¢p(y) fir alley € Y.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir die schwache optimistische Losungs-
funktion. Fiir die schwache pessimistische Losungsfunktion ist der Beweis ana-
log.

Seien ein beliebiger Punkt y° € Y und eine beliebige Folge {y¥} C Y gegeben
mit limg_ o y* = y°. Wegen der Definition von $o(+) existiert fiir jedes k ein
Punkt zF € Y mit [|2% — y*|| < 1/k und |¢o(2%) — ¢ (¥*)| < 1/k. Somit gilt

0< lim 28 =% < lim (2% = *|| + y* = °[) =0,
k—o0 k—o00

d.h. die Folge {z*} C Y konvergiert gegen 3°. Weiter ist

Po(y’) = liminf o,(y) < liminf ¢,(2")
y—y9, yey k—oo

lim inf [(¢(=*) = do(y")) + Go(y*)]

likm inf (1/k + do(y*)) = likminf bo(y").

IN
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Da die Folge {yki} beliebig war, ist ¢,(-) in y° unterhalbstetig. Wegen y° € YV’
beliebig ist also ¢, (-) unterhalbstetig.

Angenommen es existiert eine unterhalbstetige Funktion 7 : Y — R mit 7(y) <
bo(y) fitr alle y € Y und ¢,(y°) < 7(y") < do(y°) fiir ein y° € Y. Sei {y*} CV
eine Folge mit limy,_ o ¥* = y° und ¢,(y°) = limy,_. o ¢ (y*). Dann gilt wegen
der Unterhalbstetigkeit von 7 (-) und 7(y) < ¢,(y) fiir alle y € Y die Ungleichung

éo(yo) = khm (bo(yk) > khm W(yk) > W(y0)~
Also ist ¢,(y) > 7(y) fiir alle y € Y. O

Natiirlich ist es ungiinstig, die Definitionen (2.15) bzw. (2.16) fiir die Berechnung
der schwachen optimistischen bzw. schwachen pessimistischen Loésungsfunktion
zu verwenden. Wir benétigen also eine alternative Beschreibung fiir die Funk-
tionen ¢, () und ¢, (-). Hierfiir fithren wir zunéichst folgende Mengen ein:

o(y)i={zeX: yeccO(x)} (2.18)
yy)={reX: yecdP(x)} (2.19)

) D

Diese Mengen geben an, welche Elemente # € X in der Umgebung eines Punktes
y € Y beim optimistischen bzw. pessimistischen Zugang ausgew&hlt werden
kénnen. Aufgrund von O(z) C R(z) bzw. P(x) C R(z) sind dies Teilmengen
von W(y) fiir alle y € Y, d.h. es gilt

To(y) CU(y) und  T,(y) CU(y) fiir alle y € Y. (2.20)

Damit sind also zwei weitere Punkt-Menge-Abbildungen U, : Y — 2% und
W, : Y — 2% definiert.

Auch bei den Punkt-Menge-Abbildungen U, ( -) und \f/p(~) wird fiir uns die Ober-
halbstetigkeit von Bedeutung sein. Es gilt:

Theorem 2.5. Die Punkt-Menge-Abbildungen \flo Y — 2% und \f/p Y — 2%
sind oberhalbstetig.

Beweis. Wir beweisen das Theorem fiir die Punkt-Menge-Abbildung Uy Y —
2X. Fiir ¥, : Y — 2% ist der Beweis analog.

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann existiert aufgrund von Lem-
ma 2.2 ein y° € Y und eine Folge {y*} C Y mit limy_.oy* = ¢° und
U, (yF) € Wo(y?) fiir alle k. Wegen card(X) < oo existiert somit 0.B.d.A. ein
z € X mit z € Uy(y") fiir alle k und = ¢ U, (y°). Also ist y* € clO(z) fiir alle
k. Wegen der Abgeschlossenheit von ¢l O(z) folgt hieraus y° € clO(x). Dies ist
aber ein Widerspruch zu z ¢ U,(3°). Somit muss U, : Y — 2% oberhalbstetig
sein. O
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Nun konnen wir die eingefiihrten Punkt-Menge-Abbildungen nutzen, um die
Funktionen ¢, : Y — R und ¢, : ¥ — R besser zu beschreiben.

Theorem 2.6. Fiir alley € Y gilt

$o(y) = min g(z,y) und ¢p(y) = min g(z,y).
2€To(y) 2T, (y)

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir die schwache optimistische Losungs-
funktion. Fiir die schwache pessimistische Losungsfunktion ist der Beweis wie-
derum analog.

Sei y € Y. Dann existiert wegen (2.15) eine Folge {y*} C Y mit limg oo Yk =y

und ¢, (y) = limy_ o ¢o(y"). Weiter existiert wegen card(X) < co 0.B.d.A. ein

x € X mit y* € O(x) fiir alle k. Also ist y € clO(x), d.h. x € ¥, (y). Somit gilt
bo(y) = lim 6,(y") = lim g(z,y") = g(x,y)

k—oo

fiir ein € W, (y). Folglich ist

$o(y) > min g(z,y).
‘Te\I’o(y)

Sei x € \/I;o(y) beliebig. Dann ist y € clO(z), d.h. es existiert eine Folge {y*} C
O(z) mit limy,_o y* = y. Es gilt also ¢,(y*) = g(x, y*) fiir alle k. Somit ist

$o(y) <liminf ¢,(y") = liminf g(z,y") = g(z,y).

Hieraus folgt

Po(y) < min g(z,y),
IE‘PO(?J)
d.h. es gilt Gleichheit. O
Beispiel 2.11. Sei f(z,y) = —(x1 + z2), h(z,y) = 1 + 222 — ¥y, g(z,y) =
r1—ma—y+2, X ={0,1}% und Y = [1;3]. Mit Hilfe von Formel (2.8) erhilt
man folgende Stabilititsbereiche fiir diese Aufgabe:

R(z') =0, R(z%) = [1;3), R(z®) = [2;3) und R(z*) = {3}

= (= ()2 ) e )

Als ndichstes betrachten wir die Funktionen g(z,-) tiber den Stabilititsbereichen
R(x).
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Betrachtet man die Graphik, so kann man leicht die Liosungsfunktionen ablesen.
Es st

3—y, yell;2) 3y
o) =% 1—y, y€[23) und ¢,(y) = { v
_]_7 y= 3 B

y€[1;3)
y=3

Somit besitzt die optimistische Ldosungsfunktion kein lokales Minimum. Weiter
qilt fir alley €Y

iy 25 (), ey

~ =, T g, = T v €l

U, (y) = {2}, 5 € (2:3) und U, (y) = { (22,24, Z =3
{232}, y=3

sowie

s 3y, yeL2) ) —
¢O(y) - { 1— Y, y c [2’3] und QSP(y) - ¢P(y)

Die beiden schwachen Lésungsfunktionen ¢o(-) und ¢,(-) haben das einzige lo-

kale bzw. globale Minimum bei y = 3.

2.7 Optimalititsbedingungen

Wie wir im Abschnitt 2.6 bereits erwidhnt haben, besitzen die schwachen
Losungsfunktionen stets ein lokales Minimum. In diesem Abschnitt wollen wir
nun Bedingungen aufstellen, mit deren Hilfe man untersuchen kann, ob in ei-
nem gegebenen Punkt 4% € Y ein solches lokales Minimum vorliegt. Desweiteren
werden wir auch Optimalitétsbedingungen fiir die optimistische/pessimistische
Losungsfunktion betrachten.

Im folgenden bezeichne locmin{¢(y) : y € Y} die Menge aller lokal minimalen
Losungen fiir eine Funktion ¢(-) iiber Y. Dabei heifit
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locmin{¢,(y) : y €Y} Menge der schwach lokal optimistischen Losungen
locmin{qu(y) : y €Y} Menge der schwach lokal pessimistischen Lésungen
locmin{¢,(y) : y € Y} Menge der lokal optimistischen Losungen
locmin{¢,(y) : y € Y} Menge der lokal pessimistischen Losungen.

Als erstes zeigen wir, das der Losungsbegriff der schwach lokal optimistischen
bzw. pessimistischen Losung tatséchlich schwicher ist als der Losungsbegiff der
lokal optimistischen bzw. pessimistischen Lésung.

Lemma 2.7. Es gilt

1. locmin{e,(y) : y € Y} C locmin{¢,(y): y € Y},

2. locmin{¢,(y) : y € Y} Clocmin{¢,(y): y € Y}.
Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den optimistischen Zugang. Fiir die
pessimistischen Losungsfunktionen ist der Beweis analog.

Sei y° € locmin{e,(y) : y € Y}. Dann existiert ein § > 0 mit ¢,(y") < ¢,(y)
fiir alle y € Y mit ||y — 4| < 8. Sei y € Y mit ||y — y°|| < § beliebig. Dann
existiert eine Folge {y*} C Y mit limy o, ¥* = y und

ng(y) = klggo ¢o(yk)'

Fiir hinreichend grofies k gilt dann ||y* — 3°|| < ¢ und somit ¢,(y°) < ¢o(y*).
Also ist

(g()(y) = kh_{f)lo ¢o(yk) 2 ¢0(y0) > QEO(QO)'
Da y beliebig gewihlt war, folgt hieraus y° € locmin{¢,(y): y € Y}. O
Wir wissen also, dass jede lokal optimistische bzw. pessimistische Lésung auch
eine schwach lokal optimistische bzw. pessimistische Losung ist. Wie stellen

wir nun fest, ob ein gegebener Punkt eine schwach lokal optimistische bzw.
pessimistische Losung ist? Zun#chst fithren wir hierfiir folgende Mengen ein:

Lo(z) :=locmin{g(z,y) : y € c1O(x)} (2.21)
y
Ly(z) = locinin{g(x, y): yeclP(x)} (2.22)
Nun kann das folgende Theorem verwendet werden.

Theorem 2.8. Es ist

1. y° € loecmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn y° € L,(x) gilt fir alle
€ W,(y°) mit Go(y°) = g(,1°).

2. y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn y° € L,(z) gilt fir alle
x € Uy(y°) mit ¢, (y°) = g(x,1").
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Beweis. Wiederum zeigen wir die Behauptung fiir den optimistischen Zugang.
Fiir die pessimistischen Losungsfunktionen ist der Beweis analog.

Angenommen es gilt 40 ¢ L,(z) fiir ein # € U,(y°) mit ¢,(y°) = g(x,1°).
Wegen z € U,(y°) gilt 4° € clO(x). Da y° ¢ L,(x) ist, existiert eine Folge
{y¥} C clO(z) mit limy_ o y* = 3° und

g(z,y*) < g(x,°) fiir alle k.

Weiter ist ¢,(y*) < g(x,y") fiir alle k, da Theorem 2.6 gilt und z € \Tlo(yk) aus
y* € clO(x) folgt. Es gilt somit

Po(y") < g(z,9*) < g(z,9°) = do(y°)
fiir alle k. Somit ist y° ¢ locmin{d,(y) : vy € Y}.

Angenommen es gilt y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y} fiir y° € Y. Dann existiert
eine Folge {y*} C Y mit lim;,_. ., y* = y° und

bo(y*) < bo(y°) fiir alle k.

Wegen card(X) < oo existiert 0.B.d.A. ein z € X mit z € U, (y*) und ¢, (y*) =
g(z,y*) fiir alle k (siehe auch Theorem 2.6). Dann folgt = € W, (y°) wegen der
Oberhalbstetigkeit von ¥, (-) (Theorem 2.5). Somit ist

9(@,y") = 0o (¥*) < do(y°) < g(x,1)°). (2.23)

Lisst man k gegen Unendlich konvergieren, so erhilt man hieraus ¢,(y°) =
g(z,9°). Da z € ¥,(y*) die Eigenschaft y* € clO(x) impliziert, ist (2.23) somit
gleichbedeutend mit y° ¢ L,(z) fiir ein x € ¥,(y°) mit ¢,(y°) = g(z,3°). O

Wir kénnen nun also priifen, ob ein gegebener Punkt 4 € Y eine schwach lo-
kal optimistische bzw. pessimistische Losung ist, falls die Mengen ¥, (y°) bzw.
\flp(yo) und L,(y°) bzw. L,(y°) bekannt sind. Wie man sich sich aber vorstel-
len kann, ist die Berechnung gerade dieser Mengen fiir viele Aufgaben recht
schwierig. Somit sind wir auch noch an alternativen Optimalitéitsbedingungen
interessiert.

Zunichst definieren wir fiir jedes 2 € X folgende Menge

L(z) == locinin{g(ac,y) sy eclR(z)}. (2.24)

Dann gilt folgendes Lemma.

Lemma 2.9. Seiy® € Y. Dann gilt

bo(y®) < gz, y°)  fiir alle x € U(y°).

Auflerdem sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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a) 1° € Lo(2) fiir alle z € Uo(y°) mit ¢o(y°) = g(x,4°)
b) y° € L(x) fir alle x € U(y°) mit ¢o(y°) = g(z,9y°)

Beweis. Sei x € ¥(y°). Dann gilt y° € cl R(z). Somit existiert eine Folge {y*} C
R(z) mit limy o y* = 3°. Fiir alle k ist also z € ¥(y*) und demzufolge auch
#o(y*) < g(x,9*). Wenden wir hierauf den Grenzwert fiir k gegen Unendlich
an, so erhalten wir

do(y?) < liminf ¢, (y*) < klim gz, y*) = g(z,9°)

k—oo
und somit die erste Behauptung.

Im folgenden soll die Aquivalenz gezeigt werden. Angenommen Aussage a) gilt
nicht. Dann existiert ein x € \/I}O(yo) mit g(z,9°) = ¢ (y°) und y° ¢ L,(z). Dann
existiert eine Folge {y*} C clO(z) mit limj_ v* = y° und g(x,y*) < g(z,y°)
fiir alle k. Wegen clO(x) C cl R(x) gilt somit y° ¢ L(x). Weiter folgt x € ¥(y°)
aufgrund von (2.20). Also gilt Aussage b) nicht.

Angenommen Aussage b) gilt nicht. Dann existiert ein z € ¥(y°) mit ¢,(y°) =
g(z,y°) und y° ¢ L(z). Fiir dieses z gibt es somit eine Folge {y*} C cl R(x)
mit limy oo y* = 3° und g(z, y*) < g(x,4°) fiir alle k. Die Eigenschaft {y*} C
cl R(z) ist dquivalent zur Eigenschaft z € W(y*) fiir alle k. Wegen der ersten
Behauptung des Lemmas und g(x,3°) = ¢,(y°) folgt somit

Po(y") < g(a,y") < g(,4°) = do(y°) fiir alle k.
Also ist 4° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann impliziert aber Theorem 2.8, dass
Aussage a) nicht gilt. O
Zusammen mit Lemma 2.9 erhalten wir nun folgende Folgerung aus Theo-

rem 2.8:

Folgerung 2.10. Es ist y° € locmln{qSO( ) :

y € Y} genau dann, wenn
y0 € L(x) gilt fir alle x € U(y°) mit ¢o(y°) = g(x,y°).

Beweis. trivial O
Im optimistischen Fall kann man die schwache lokale Optimalitét also auch mit
Hilfe der erweiterten Losungsmengen und den Mengen L(z) berechnen.

Als n#chstes werden wir Optimalitédtsbedingungen fiir die optimistische bzw.
pessimistische Losungsfunktion betrachten.

Theorem 2.11. FEs ist

1. y¥ € loemin{g,(y) : y € Y} genau dann, wenn die folgenden beiden
Bedingungen gelten:
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(a) ¢o(y°) < g(@,y°) fiir alle x € Uy (y°),
(b) y° € Lo(x) fiir alle x € \f'o(yo) mit ¢o(y°) = g(x,y).

2. y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn die folgenden beiden
Bedingungen gelten:

(a) q[)p(yo) < g(x,y°) fiir alle x € \/I}p(yo),
(b) y° € Ly(x) fir alle z € W,(y°) mit ¢,(1°) = g(x,1°).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir die pessimistische Losungsfunktion.
Beim optimistischen Fall ist der Beweis analog.

Sei y° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Angenommen Bedingung (a) gilt nicht, d.h.
es existiert ein z € W,(y°) mit g(z,5°) < ¢,(y°). Dann folgt y° € cl P(x)
aus r € \/I\lp(yo). Somit existiert eine Folge {y*} C P(z) mit limy_ . v* = 3°.
Also gilt g(z,y*) = ¢,(y*) fiir alle k. Bildet man den Grenzwert fiir k gegen
Unendlich, so erhélt man nun

limsup ¢, (y*) = lim g(z,") = g(x,4°) < &(y").

k—o0
Dies ist aber ein Widerspruch zu y° € locmin{¢,(y) : y € Y'}.
Angenommen Bedingung (a) gilt, aber Bedingung (b) gilt nicht. Dann existiert
ein z € U,(y°) mit g(z,y°) = ¢,(y°) und y° ¢ L,(z). Weiter folgt aus (a)

op(y°) < inf  g(z,y°) = dp(y°),
2T, (y°)

d.h. ¢,(¥°) = ¢p(1°) = g(z,y°) (siehe (2.17)). Mit Theorem 2.8 erhalten wir

x’
also y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y}. Nun folgt y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y} wegen
Lemma 2.7.

Ist also 4" € locmin{¢,(y) : y € Y}, so miissen die Bedingungen (a) und (b)
gelten.

Angenommen yO €Y ist keine lokal pessimistische Losung. Dann existiert eine
Folge {y*} C Y mit limy ., y* = y° und

Sp(y") < 6p(y°)  fiir alle k. (2.25)
Wegen card(X) < oo existiert 0.B.d.A. fiir alle k ein x € ¥(y*) mit ¢,(y*) =
g(a:,gk), d.h. es ist y* € P(x) fiir alle k. Dies impliziert 4° € cl P(x) und somit
z € ¥,(y°). Zusammen mit der Ungleichung (2.25) folgt nun
9(@.9*) = ¢p(y*) < dp(y°)  fiir alle k.

Bilden wir den Grenzwert fiir k¥ gegen Unendlich, so erhalten wir g(z,y°) <
®p(y"). Wenn also Bedingung (a) gilt, so ist g(z,y°) = ¢,(y°). Dann folgt aber

9(@,y") = dp(y*) < 9p(y°) = g(2,y°)  fir alle k,
d.h. Bedingung (b) gilt nicht. O
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Es gilt somit folgende Folgerung:

Folgerung 2.12. 1. Es ist Yl € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn
bo(1°) = ¢o(y?) und y° € locmin{¢,(y) : y € Y} gilt.

2. Esisty® € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn p(y°) = ¢p(y°)
und y° € locmin{¢,(y) : y € Y} gilt.

Beweis. Wiederum zeigen die Behauptung nur fiir die pessimistische Losungs-
funktion. Beim optimistischen Fall ist der Beweis analog.

Angenommen y° € Y ist eine lokal pessimistische Losung. Dann ist 4° auch eine
schwach lokal pessimistische Losung wegen Lemma 2.7. Auflerdem gilt ¢p(y0) <

g(z,y°) fiir alle z € \f/p(yo)_ (Theorem 2.11). Wenden wir Theorem 2.6 an, so
erhalten wir also ¢,(y°) < ¢,(y"). Mit (2.17) folgt nun die Gleichheit.
y°)

Angenommen es gilt ¢,(y°) = ¢,(y°) und y° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann
ist

op(y°) = min g(z,y") = ¢p(y°),

€W, (y°)

d.h. wir erhalten ¢,(y°) < g(z,y°) fiir alle x € \/I}p(yo). Also gilt Bedingung (a)
aus Theorem 2.11. Weiter folgt y° € Ly(x) fiir alle z € W,,(y°) mit g(z,y") =
®p(y") aus Theorem 2.8. Zusammen mit ¢, (y°) = ¢, (y°) ergibt dies Bedingung
(b) aus Theorem 2.11. Also ist y° eine lokal pessimistische Losung. O

Beispiel 2.12. Sei wie im Beispiel 2.11 f(z,y) = —(x1 + x2), h(z,y) = x1 +
229 —y, X = {0,1}% und Y = [1;3]. Im Gegensatz zum Beispiel 2.11 sei nun
jedoch g(x,y) = (x2 — x1)y + 21 — 3x2. Dann sind die Stabilititsbereiche

R(z') =0, R(2®) = [153), R(2®) = [2:3) und R(z*) = {3}

fiir die zuldssigen Punkte

# = (0= (0 = () o= ()

unverdndert. Da jedoch die Funktion g(-,-) geindert wurde, erhalten wir andere
Losungsfunktionen. Diese werden in den folgenden Bildern dargestellt:

s DoY) L Dp (v)
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Wir dberprifen nun den Punkt y° = 2 auf lokale Optimalitit. Mit Hilfe der
Stabilititsbereiche erkennt man leicht, dass ¥(y°) = ¥(y°) = {22,23} gilt.
Die Mengen U ,(y°) und \Tfp(yo) sind bekanntlich Teilmengen von W(y°). Wegen
g(22,9°) = =1 = g(23,4°) gilt somit

~

Vo) = Tp(y°) = {2%, 2%}
und B B
$o(y’) = dp(y") = do(1°) = 6p(y°) = 1.
Also ist im Punkt y° = 2 die Bedingung (a) aus Theorem 2.11 sowohl fiir den

pessimistischen als auch den optimistischen Fall erfullt. Wir iberprifen nun die
Bedingung (b) aus Theorem 2.11. Es gilt

O(z?) = [1;3), O(z®) = {2}, P(z®) = [1;2] und P(z°) = [2;3).
Also ist
Lo(2®) = {3}, Lo(a®) = {2}, Ly(2?) = {2} und L,(2®) = {2}.

Somit gilt ¢o(y°) = g(z2,4°) aber y° ¢ L,(x?), d.h. y° = 2 ist keine (schwach)
lokal optimistische Lésung. Fiir den pessimistischen Fall gilt y° € L,(2?) und
Y0 € L,(23), d.h. y° =2 ist eine (schwach) lokal pessimistische Lsung.

2.8 Die Berechnung von schwach lokal optimi-
stischen bzw. pessimistischen Losungen

Nachdem wir Optimalitdtsbedingungen kennen, stellt sich die Frage, wie man
zumindest eine schwach lokal optimistische bzw. pessimistische Losungen finden
kann. Meist hat man schon eine Vorstellung, in welchem Bereich von Y so ei-
ne Losung liegen kénnte. Wir beginnen also mit einem Startpunkt y° € Y und
versuchen sukzessive den Funktionswert der entsprechenden schwachen Losungs-
funktion zu verbessern.

Algorithmus 2.1. (Schwach lokal optimistische Lésung)

Eingabe: )° €Y
0. k:=0
1. Berechne Wo(y*), ¢o(y*) und M(y*) := {z € To(y*) : do(y*) = g(z,y")}.

2. Falls ein z* € M(y*) ezistiert mit y* ¢ L,(z¥), so wdihle ein y**1 €
Lo(z*) und gehe mit k := k + 1 zu Schritt 1.; sonst Stopp.

Ausgabe: y* € locmin{¢,(y): y € Y}
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Theorem 2.13. Algorithmus 2.1 berechnet in endlich vielen Iterationen eine
schwach lokal optimistische Losung.

Beweis. Wenn der Algorithmus stoppt, so ersieht man leicht aus Theorem 2.8,
dass der berechnete Punkt eine schwach lokal optimistische Losung ist. Es ist
also nur zu zeigen, dass der Algorithmus tatsichlich nach endlich vielen Ite-
rationen stoppt. Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann berechnet der Al-
gorithmus Folgen {y*} C Y und {z*} C X mit ¥ € M(y*), y* ¢ L,(a%)
und y*+ € L,(2%) fiir alle k > 0. Aus y**! € L, (%) fiir alle k folgt weiter
2% € Uo(yF 1) und somit ¢, (y* ) < g(xF, y*+1) fiir alle k. Also gilt

bo(y*) = g(a, y") > g(a®, 4" ) > ¢, (y* ) fiir alle k.

Demzufolge ist ¢,(y*) > ¢,(y') fiir alle Indizes k& < I. Da card(X) < oo gilt,
existierten zwei Indizes k,I mit k& < [ und 2% = 2!. Dann ist 2% = 2! € ¥, (}),
d.h. ' € clO(2F). Zusammen mit y**! € L,(2*) und y' ¢ Lo(2') = Lo(2F)

ergibt dies
k+1)

g(@*, ") < g(a®,y') = g(a',y}).

Dies ist aber ein Widerspruch zu
g(z", ") = G0 (¥ ) = bo(y") = g’ ).
Also endet der Algorithmus nach endlich vielen Iterationen. O

Algorithmus 2.2. (Schwach lokal pessimistische Lésung)

Eingabe: )° €Y
0. k:=0
1. Berechne U, (y*), ¢p(y*) und M(y*) := {z € U, (y*) : ¢,(y*) = glz,y")}.

2. Falls ein z* € M(y*) ewistiert mit y* ¢ L,(2%), so wihle ein y*t! €
L,(z%) und gehe mit k := k + 1 zu Schritt 1.; sonst Stopp.

Ausgabe: y* € locmin{¢,(y) : y € Y}
Theorem 2.14. Algorithmus 2.2 berechnet in endlich vielen Iterationen eine
schwach lokal pessimistische Ldsung.
Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 2.13. O

Beispiel 2.13. Wir betrachten nochmals die Aufgabe aus Beispiel 2.12. Ange-
nommen wir haben einen Startpunkt y° = 1 gegeben und wollen eine schwach
lokal optimistische bzw. schwach lokal pessimistische Lisung bestimmen. Es gilt

~

Uo(y”) = ¥p(y°) = {2} und Lo(2%) = {3}, Ly(a*) = {2}.
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Also ist y° ¢ Lo(2%) und y° ¢ Ly(z?).

Im optimistischen Fall wird nun von Algorithmus 2.1 der Punkt y' = 3 berech-
net. In diesem Punkt ist M(y') = {22, 2%} und y' € L,(2?) = L,(z*). Somit
bricht Algorithmus 2.1 hier ab. Der Punkt y' = 3 ist eine schwache lokal opti-
mistische Ldosung. Wie man leicht aus der Graphik in Beispiel 2.12 ersieht, ist
y' = 3 auch eine global optimale Losung fiir den optimistischen Fall.

Im pessimistischen Fall wird von Algorithmus 2.2 der Punkt y' = 2 berechnet.
In diesem Punkt ist M(y*) = {22, 23} und y* € Lo(2%) = Lo(x3). Somit bricht
Algorithmus 2.2 hier ab. Der Punkt y' = 2 ist eine schwache lokal pessimistische
Losung. Mit Hilfe der Graphik in Beispiel 2.12 erkennt man, dass y* = 2 kei-
ne global optimale Losung fir den pessimistischen Fall ist. Fine global optimale
Losung fiir den pessimistischen Fall ist der Punkt y = 3. Mit Hilfe von Algo-
rithmus 2.2 erhdlt man diesen Punkt jedoch nur, wenn der Startpunkt y° = 3
15t.
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Kapitel 3

Auswahlfunktionen

3.1 Grundlagen

Im Kapitel 2 hatten wir bereits den optimistischen und den pessimistischen Zu-
gang fiir die Losung unseres Zwei-Ebenen-Optimierungsproblems (2.1) betrach-
tet. Dabei hatten wir jedoch nur auf den Zielfunktionswert der oberen Ebene
geachtet, d.h. es war egal welches der Elemente x € ¥(y) mit der Eigenschaft

Po(y) = g(z,y) bzw. ¢p(y) = g(x,y) gewdhlt wurde.
In der Praxis ist es im allgemeinen nicht so, dass der Follower bei seiner Wahl die
Interessen des Leaders beachtet (weder im positiven noch im negativen Sinn).

Seine Wahl wird eher von verwendeten Berechnungsalgorithmen oder internen
Priferenzen abhéingen.

Im folgenden werden wir einen allgemeinen Zugang betrachten, bei welchem der
Leader fiir jedes y € Y weif, welches « € ¥(y) vom Follower gewi#hlt wird.

Definition 3.1. Fine Funktion o : Y — X heifst Auswahlfunktion, wenn fir
alley €Y

a(y) € ¥(y)

gilt. Wenn x = o(y) gilt fir ein x € X und einy € Y, so sagen wir auch,
dass der Punkt x im Punkty durch die Auswahlfunktion o ausgewdhlt wird. Die
Menge aller Auswahlfunktionen bezeichnen wir mit &. Weiter sei

Se(x):={yeY: oly) =z}

die Menge aller y € Y, in welchen ein gegebener Punkt x € X durch die Aus-
wahlfunktion o € & ausgewdhlt wird.

Beispiel 3.1. Sei f(z,y) =y, h(z,y) =y—2z, X ={-1,0,1} und Y = [-1;1].
Dann erhdlt man

R(-1) ={-1}, R(0) =[-1;0], R(1)=[-1;1]
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un {-1,0,1} firy=-1
Y(y) =4 {01} fir y € (=1, 0]
{1} fir y € (0;1].

Wir betrachten nun eine Funktion o : Y — X mit

1 firy>-1/2
U(y)_{() firy < —1/2.

Dann gilt o(y) = 1 € U(y) fir alle y > —1/2 und o(y) = 0 € ¥(y) fir alle
y < —1/2. Somit ist die Funktion o : Y — X eine Auswahlfunktion. Dabei gilt

So(—1) =0, S,(0)=[-1;-0.5) und S,(1)=[-0.5;1].

Es kénnen nun einige Eigenschaften der Mengen S, () angegeben werden.

Lemma 3.1. 1. Seio:Y — X eine Auswahlfunktion. Dann gilt

So(x')N S, (2%) =0 fiir alle 2*,2* € X mit x* # 2°.

2. FEs qilt
Se(x) C R(z) fir allex e X

und alle Auswahlfunktionen o € &.

3. Es gilt
R(z) = U Se(x)  fir alle x € X.
occS
Beweis. 1. Seien zwei Punkte z1, 22 € X gegeben mit ! # 22, Angenommen

es existiert ein y € S,(z!) N Sy(2?) fiir eine Auswahlfunktion o € &.
Dann gilt laut Definition 3.1 o(y) = 2! und auch o(y) = 2%. Dies ist ein
Widerspruch zu 2zt # 2.

2. Seien x € X und o € & beliebig und sei y € S, (). Dann gilt z = o(y).
Da o eine Auswahlfunktion ist, folgt somit x € ¥(y), d.h. y € R(x). Also
gilt Sy (z) C R(z).

3. , 2 “: Diese Inklusion folgt offensichtlich aus der Eigenschaft S, (z) C
R(x) fur alle 0 € G und alle z € X.

, C “:Seien x € X und y° € R(z) beliebig. Weiter sei eine beliebige
Auswahlfunktion ¢ € & gegeben. Wir betrachten nun die Funktion & :

Y — X mit
x falls y = ¥

(y) = { o(y) falls y # 3°.
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Dann gilt 5(y) = o(y) € ¥(y) fiir alle y # y° wegen o € & und 7(y) =
x € U(y) fiir y = y° wegen y° € R(x). Also ist die Funktion 5 : Y — X
eine Auswahlfunktion mit y° € S5(x). Mit

S U So ().

ced

folgt nun die Inklusion.

3.2 Losungsfunktionen

Wie schon in den Abschnitten 2.5 und 2.6 fiir den optimistischen und pessi-
mistischen Zugang wollen wir auch fiir den Zugang mittels Auswahlfunktionen
Losungsfunktionen und schwache Losungsfunktionen fiir unsere Aufgabe 2.1 de-
finieren.

Definition 3.2. Sei 0 € & ecine Auswahlfunktion. Dann heifit die Funktion
¢ 1Y — R mit
¢o(y) = g(o(y),y) (3.1)

die zu o gehdrige Lisungsfunktion.

Vergleicht man diese Losungsfunktion mit der optimistischen und der pessimi-
stischen Losungsfunktion aus Abschnitt 2.6, so gilt offenbar fiir alle Auswahl-
funktionen o € G die Beziehung

bo(y) < 0o (y) < ¢p(y)  fiiralley €Y. (3.2)

Beispiel 3.2. Betrachten wir noch einmal die Aufgabe und die Auswahlfunktion
aus Beispiel 3.1. Sei nun weiter g(z,y) = (x — 1)(y + 1). Dann gilt

[ —y—1 firye[-1;-05)
%o (y) = { 0 fiir y € [~0.5;1].

Diese Losungsfunktion entspricht somit weder der optimistischen noch der pes-
simistischen Losungsfunktion. Auferdem erkennt man leicht, dass sie im Punkt
y® = —0.5 nicht unterhalbstetig ist.

Ebenso wie beim optimistischen und pessimistischen Zugang erhalten wir also
auch hier Losungsfunktionen, welche im allgemeinen nicht unterhalbstetig sind.
Aus diesem Grund fithren wir erneut den Begriff der schwachen Losungsfunktion
ein.

Definition 3.3. Sei 0 € & eine Auswahlfunktion. Dann heifst die Funktion
bo 1Y — R mit B
¢o(y") = liminf ¢, (y) (3.3)

y—y0, y€Y
die zu o gehorige schwache Lisungsfunktion.
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Die Betrachtungen fiir diese Losungsfunktion sind analog zu den Betrachtun-
gen aus Abschnitt 2.6. Auch hier sind z.B. die Funktionswerte der schwachen
Losungsfunktion nicht grofler als die Funktionswerte der Losungsfunktion selbst.
Es gilt also fiir alle Auswahlfunktionen ¢ € & und alle y € Y auf Grund von
Definition 3.3 offenbar

bo(y) < do(y). (3.4)

Auflerdem kann eine analoge Aussage zu Theorem 2.4 angegeben werden.

Theorem 3.2. Sei o € 6. Dann ist die Funktion ¢, (-) die grifte unterhalb-
stetige Funktion mit ¢,(y) < ¢ (y) fir alley € Y.

Beuweis. Seien ein beliebiger Punkt y° € Y und eine beliebige Folge {y*} C Y
gegeben mit limy, o y* = y°. Wegen der Definition von ¢, (-) existiert fiir jedes
k ein Punkt zF € Y mit ||2* — y*|| < 1/k und |6, (2%) — ¢5(y*)| < 1/k. Somit
gilt

0< lim [[2* =y < lim (=" = y*]| + [ly* = »°)) =0,

d.h. die Folge {z*} C Y konvergiert gegen y°. Weiter ist

¢s(y°) = liminf ¢, (y) <liminf ¢, (2¥)
y—y°, yeY k—o0
= hkn_{g‘}f [(¢U(zk) - (Eo(yk)) + &U(yk)]
< likminf(l/k—&—qgg(yk)) :Hkminf bo (yF).

Da die Folge {yk} beliebig war, ist ¢,(-) in y° unterhalbstetig. Wegen y° € Y’
beliebig, ist also ¢, (-) unterhalbstetig.

Angenommen es existiert eine unterhalbstetige Funktion 7 : Y — R mit 7(y) <
¢o(y) fiir alle y € Y und ¢4 (y°) < 7(y°) < ¢o(y°) fiir ein y° € Y. Sei {y*} C
Y eine Folge mit limy . v* = ¥° und ¢, (y°) = limp_ o0 ¢o(y*). Dann gilt
wegen der Unterhalbstetigkeit von () und m(y) < ¢,(y) fiir alle y € Y die
Ungleichung

6o(y°) = lim oo (y*) > lim 7(y*) > m(y”).

k—o0

Also ist ¢, (y) > m(y) fiir alle y € Y. O

Fiir eine bessere Beschreibung der schwachen Losungsfunktion fithren wir eine
Punkt-Menge-Abbildung ¥, : Y — 2% fiir 0 € & ein mit

Uy(y):={zeX: yedS,(a)} (3.5)

Da fiir jedes ¢ € & und jedes € X die Inklusion S,(z) C R(x) gilt (Lem-
ma 3.1), folgt nun

U, (y) C U(y) fiir alle y € Y und alle 0 € &. (3.6)
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Theorem 3.3. Fiir alle y € Y und alle Auswahlfunktionen o € & gilt

$o(y) = min g(z,y).
€V, (y)

Beweis. Sei y € Y und 0 € &. Dann existiert wegen (3.3) eine Folge {y*} C
Y mit limg o y* = y und Po(y) = limg oo b5 (y*). Weiter existiert wegen
card(X) < 00 0.B.d.A. ein z € X mit y* € S, (=) fiir alle k. Alsoist y € cl.S,(z),
d.h. z € ¥, (y). Somit gilt

bo(y) = lim o, (y*) = lim g(z,y") = g(z,y)

k—o0
fiir ein € U, (y). Folglich ist

bo(y) > min g(z,y).
€V, (y)

Sei € U, (y). Dann ist y € cl S, (z), d.h. es existiert eine Folge {y*} C S, (x)
mit limy,_, o ¥ = y. Es gilt also ¢, (y*) = g(x, y*) fiir alle k. Somit ist

¢o(y) < liminf ¢,(y*) = liminf g(z,y") = g(z,y).
k—o0 k—o0

Hieraus folgt

bo(y) < min g(z,y),
€V, (y)

d.h. es gilt Gleichheit. O

Bemerkung: Die Punkt-Menge-Abbildung \fla LY — 2% st oberhalbstetig.
Dies kann analog zu Theorem 2.5 bewiesen werden.

Beispiel 3.3. Wir setzen nun die Aufgabe aus Beispiel 3.1 bzw. aus Beispiel 3.2
fort. Dann gilt offensichtlich

R {0} firy < —=0.5
\IJU(y) = {07 1} fUT Y= -0.5
{1} fiir y > —0.5.
Aus Theorem 3.3 folgt somit

- [ —y—1 firye[-1;-0.5]
o (y) = { 0 fiir y € (—0.5;1].

Es gilt folglich ¢4 (y) = ¢4 (y) fiir alle y # —0.5 und

$o(—0.5) = —0.5 < 0 = ¢y (—0.5).
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3.3 Optimalitatsbedingungen

Da fiir jede Auswahlfunktion die zugehérige schwache Losungsfunktion unter-
halbstetig ist (Theorem 3.2), besitzt sie ein lokales Minimum iiber der kom-
pakten Menge Y (siehe z.B. [25]). In Analogie zu den Untersuchungen aus Ab-
schnitt 2.7 wollen wir also Bedingungen aufstellen, mit deren Hilfe man unter-
suchen kann, ob in einem gegebenen Punkt 4° € Y ein solches lokales Minimum
vorliegt. Desweiteren werden wir auch wieder Optimalitdtsbedingungen fiir die
Losungsfunktion betrachten.

Sei 0 € 6. Dann heif3t

locmin{p,(y) : y € Y} Menge der schwachen lokalen Losungen und
locmin{¢,(y): y € Y} Menge der lokalen Lésungen

bzgl. 0 € &. Als erstes zeigen wir, das der Losungsbegriff der schwachen lokalen
Losung tatsdchlich schwicher ist als der Losungsbegiff der lokalen Losung.

Lemma 3.4. Fir alle Auswahlfunktionen o € & gilt
locmin{¢, (y) : y € Y} C locmin{¢,(y) : y € Y}.

Beweis. Sei 0 € & und sei y° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann existiert ein
§ > 0 mit ¢, (y°) < ¢y (y) fiir alle y € Y mit ||y — y°|| < 6. Sei y € Y mit
ly — ¥°|| < & beliebig. Dann existiert eine Folge {y*} C Y mit limy oo y* =y
und

gz_Sg(y) = lim ¢a(yk)'

k—o0

Fiir hinreichend groes k gilt dann ||y* — 4°|| < § und somit ¢, (y°) < ¢o (y*).
Also ist ~ B
d)cr(y) = leH;O ¢o(yk) > ¢0(y0) > ¢U(y0)~

Da y beliebig gewihlt war, folgt hieraus y° € locmin{¢,(y): y € Y}. O

Jede lokale Losung ist also auch eine schwache lokale Losung. Um Optimalitéts-
bedingungen fiir die schwache Losungsfunktion angeben zu koénnen, fithren wir
zunéchst fiir jedes 0 € G folgende Menge ein:

Lo(x):= locinin {9(z,y) : y€clS,(z)} (3.7

Nun kann das folgende Theorem verwendet werden.

: y € Y} genau dann,

Theorem 3.5. Sei o € &. Dann ist y° € locmin{¢, (y)
= g(z,9°).

wenn y° € Ly () gilt fiir alle x € \T/U(yo) mit ¢o(y°)
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Beweis. Angenommen es gilt y° ¢ L,(x) fiir ein @ € W, (y°) mit ¢,(y°) =
g(z,y°). Wegen z € U, (y°) gilt y° € 1S, (x). Da y° ¢ L,(x) ist, existiert eine
FOlge {yk} - cl Sg(.lf) mit hmk_,oo yk = yo und

g(z,y*) < g(x,y°) fiir alle k.

Weiter ist ¢, (y*) < g(z,y*) fiir alle k, da Theorem 3.3 gilt und = € T, (y*) aus
y* € cl S, (x) folgt. Es gilt somit

d_)a(yk) < g(xayk) < g(xayo) = d_)a(yo)
fiir alle k. Somit ist y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y}.

Angenommen es gilt y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y} fiir y° € Y. Dann existiert
eine Folge {y*} C Y mit lim;_ . v* = y° und

b (Y*) < do(y°) fiir alle k.

Wegen card(X) < oo existiert 0.B.d.A. ein z € X mit € ¥, (y*) und ¢, (y*) =
g(z,y") fiir alle k (siehe auch Theorem 3.3). Dann folgt = € ¥, (y") wegen der
Oberhalbstetigkeit von ¥, (-). Somit ist

9(2,¥") = ¢ (y") < 6 (3°) < g(z,9°). (3.8)

Lisst man k gegen Unendlich konvergieren, so erhiilt man hieraus ¢, (y°) =
g(z,9°). Da z € ¥, (y*) die Eigenschaft y* € clS, () impliziert, ist (3.8) somit
gleichbedeutend mit y° ¢ L, (z) fiir ein # € ¥, (y°) mit ¢, (y°) = g(x,y°). O

Wenn die Mengen \/I\lg(yo) und L, (y") bekannt sind, so kénnen wir also nun
priifen, ob ein gegebener Punkt 31° € Y eine schwache lokale Losung ist beziiglich
o € 6. Als néchstes werden wir untersuchen, unter welchen Bedingungen ein
gegebener Punkt auch eine lokale Losung beziiglich o € © ist.

Theorem 3.6. Sei ein o € & gegeben. Dann ist y° € locmin{¢,(y) : y € Y}
genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1. 6o (y°) < gla,y°) fiir alle v € Uy (y°),

2. 40 € Lo (z) fiir alle z € W, (y°) mit ¢ (y°) = gz, y°).
Beweis. Sei y° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Angenommen Bedingung (1.) gilt
nicht, d.h. es existiert ein z € U, (y°) mit g(x,3°) < ¢, (y°). Dann folgt
y° € clS,(x) aus © € W, (y°). Somit existiert eine Folge {y*} C S,(x) mit

limy, o0 y* = 3. Also gilt g(z,9*) = ¢, (y*) fiir alle k. Bildet man den Grenz-
wert fiir k£ gegen Unendlich, so erhélt man nun

limsup ¢, (y*) = lim g(x,y*) = g(2,4°) < 6o (4").

k—oo
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Dies ist aber ein Widerspruch zu y° € locmin{¢,(y) : y € Y}.

Angenommen Bedingung (1.) gilt, aber Bedingung (2.) gilt nicht. Dann existiert
ein r € ¥, (y°) mit g(x,y°) = ¢, (y°) und y° ¢ L, (z). Weiter folgt aus (1.)
¢o(y°) < inf  g(z,y°) = 9o (y°),

zeV, (y0)

d.h. ¢ (4°) = do(y°) = g(a,y°) (siehe (3. 4)) Mit Theorem 3.5 erhalten wir also
y? ¢ locmin{é,(y) : y € Y}. Nun folgt y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y} wegen
Lemma 3.4.

Ist also y° € locmin{¢,(y) : y € Y}, so miissen die Bedingungen (a) und (b)
gelten.

Angenommen y° € Y ist keine lokale Losung. Dann existiert eine Folge {y*} C Y’
mit limy_ o y* = y° und

b (y*) < do(y°)  fiir alle k. (3.9)

Wegen card(X) < oo existiert 0.B.d.A. ein x € ¥(y*) mit ¢, (y*) = g(z, y*) fiir
alle k, d.h. es ist y* € S,(z) fiir alle k. Dies impliziert ° € ¢l S,(z) und somit
x € U, (y"). Zusammen mit Ungleichung (3.9) folgt nun

9(z,y") = ¢ (y*) < o (y°)  fiir alle k.

Bilden wir den Grenzwert fiir k& gegen Unendlich, so erhalten wir g(x,y%) <
¢o(y°). Wenn also Bedingung (a) gilt, so ist g(z,y") = ¢, (y°). Dann folgt aber

9(x,9") = 6o (¥*) < 9o (¥°) = g(a,y°) fiir alle k,
d.h. Bedingung (b) gilt nicht. O

Es gilt somit folgende Folgerung:

Folgerung 3.7. Seio € &. Dann ist y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann,
wenn ¢q(y°) = ¢ (y°) und y° € locmin{g,(y) : y € Y} gilt.

Beweis. Angenommen y° € Y ist eine lokale Lésung bzgl. 0. Dann ist y° auch
eine schwache lokale Losung bzgl. o wegen Lemma 3.4. Auflerdem gilt ¢, (y°) <
g(z,y°) fiir alle z € v, (y°) (Theorem 3.6). Wenden wir Theorem 3.3 an, so
erhalten wir also ¢4 (y°) < ¢, (y°). Mit (3.4) folgt nun die Gleichheit.
0) =

Angenommen es gilt ¢, (y 6o (y°) und 3° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann
ist
¢s(y’) = min g(z,y°) = 6, (y°),
z€V,(y°)

d.h. wir erhalten ¢, (y°) < g(x,4°) fiir alle z € {I\/U(yo). Also gilt Bedingung (a)
aus Theorem 3.6. Weiter folgt y° € L, (z) fiir alle 2 € W, (y°) mit g(z,y°) =
¢o(y°) aus Theorem 3.5. Zusammen mit ¢, (y") = ¢, (y°) ergibt dies Bedingung
(b) aus Theorem 3.6. Also ist y° eine lokale Losung. O
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Beispiel 3.4. Wir fiihren nun Beispiel 8.3 fort und wollen untersuchen, ob der
Punkt y° = —0.5 eine (schwache) lokale Lésung bzgl. o ist. Hierfiir benétigen
wir die Mengen L, (z) fir alle x € ¥, (y°) = {0,1}. Wegen

9(0,y) =—y—1 und clS,(0)=[-1;-0.5]

g(l,y) =0 und  clSy(1) = [-0.5;1]
gilt also

L,(0) ={-0.5} wund L,(1)=][-0.5;1].
Weiter st B
9o (y") = 9(0,4°) < 9(1,4°) = ¢5 (")

und y° € L,(0). Wegen Theorem 3.5 ist also Yy’ = —0.5 eine schwache lokale
Lisung bzgl. o. Da aber ¢, (y°) # ¢ (y?) ist, ist y° = —0.5 wegen Folgerung 3.7
keine lokale Losung bzgl. o.

Beispiel 3.5. Es sei erneut die Aufgabe aus Beispiel 3.1 gegeben. Diesmal be-
trachten wir jedoch die Auswahlfunktion o’ 1Y — X mat

1 firy >0
ady)=1 0  firye (=1;0]
-1 firy=-1.

Auperdem sei wiederum g(z,y) = (x — 1)(y + 1). Dann gilt
3 _{ —y—1 firyée[-1;0]

0 fiir y € (0;1]
und
{1} firy >0
= ) {o0,1} firy=0
PeW =1 qo) fiiry € (=1;0)
{-1,0} firy=—1.
Wester ist

Lo/(=1) = {~1}, Lo(0)={0} und Lo (1)=[0;1].

Seiy® = —0.5. Dann ist also Uy (y°) = {0}, aber y° ¢ Ly (0). Aus Theorem 3.5
folgt somit, dass y° = —0.5 keine schwache lokale Losung ist.

Wenn wir dies mit den Ergebnissen aus Beispiel 3.4 vergleichen, erkennen wir,
dass es sehr stark von der gewdhlten Auswahlfunktion abhdngt, ob ein gegebener
Punkt als (schwache) lokale Lisung bezeichnet wird.

3.4 Berechnung einer schwachen lokalen Losung

Wie schon beim optimistischen bzw. pessimistischen Losungszugang in Ab-
schnitt 2.8 kénnen wir auch bei der Verwendung von Auswahlfunktionen o € &
einen Algorithmus angeben, mit dessen Hilfe man eine schwache lokale Losung
bestimmen kann.
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Algorithmus 3.1. (Schwache lokale Lésung)

Eingabe: )° € Y
0. k:=0

1. Berechne \f/g(yk), b0 (y*) und M(y*) = {z € ‘i’a(yk) D oo (yh) =
g9(z,y*)}.

2. Falls ein Punkt z* € M(y*) existiert mit y* ¢ L, (%), so wdihle ein
Ykt € Lo (2%) und gehe mit k := k + 1 zu Schritt 1.; sonst Stopp.

Ausgabe: y* € locmin{¢,(y): y € Y}

Theorem 3.8. Sei 0 € &. Dann berechnet der Algorithmus 3.1 in endlich
vielen Iterationen eine schwache lokale Losung.

Beweis. Wenn der Algorithmus stoppt, so ersieht man leicht aus Theorem 3.5,
dass der berechnete Punkt eine schwache lokale Losung ist. Es ist also nur zu
zeigen, dass der Algorithmus tatséchlich nach endlich vielen Iterationen stoppt.
Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann berechnet der Algorithmus Folgen
{y*} CY und {2*} C X mit ¥ € M(y*), y* ¢ L, (2%) und y**! € L, (2*) fiir
alle k > 0. Aus y**! € L, (z*) fiir alle k folgt weiter zF € W, (y*+1) und somit
bo (yF 1Y) < gk, y*+1) fiir alle k. Also gilt

bo(yF) = g(2",y") > g(a",y* 1) > ¢, (") fiir alle k.

Demzufolge ist ¢, (y*) > ¢, (y') fiir alle Indizes k < I. Da card( X) < oo gilt,
existieren zwei Indizes k,! mit & < [ und z* = 2!. Dann ist ¥ = 2! € ¥, (y}),
d.h. ¢y € 1S, (2%). Zusammen mit y**! € L, (z%) und ¢! ¢ L,(2') = L, (z¥)
ergibt dies

R

g(z* ") < g(2F,y') = g(a', y}).

Dies ist aber ein Widerspruch zu
g(z" ") > 96 (y"H) > 0o (') = g(a', ).

Also endet der Algorithmus nach endlich vielen Iterationen. O

3.5 Optimistische und pessimistische Auswahl-
funktionen

Im folgenden Abschnitt wollen wir den optimistischen und den pessimistischen
Losungszugang nochmals mit Hilfe von speziellen Auswahlfunktionen néher be-
leuchten. Hierfiir fithren wir zunéchst folgende Begriffe ein:

40



Definition 3.4. Fine Auswahlfunktion o, : Y — X heifit optimistische Aus-
wahlfunktion, wenn fir alley € Y

9(ao(y),y) = do(y)

gilt. Die Menge aller optimistischen Auswahlfunktionen bezeichnen wir mit S,.
Definition 3.5. Eine Auswahlfunktion o, 1 Y — X heifst pessimistische Aus-
wahlfunktion, wenn fir alley € Y

9(op(y), ) = ¢p(y)

gilt. Die Menge aller pessimistischen Auswahlfunktionen bezeichnen wir mit &,,.

Aus den beiden Definitionen 3.4 und 3.5 folgt dann offensichtlich

b (y) = do(y) fiir alle y € Y und fiir alle o € &,, (3.10)
bo(y) = dp(y) fiir alle y € Y und fiir alle 0 € &, (3.11)

Die optimistischen und pessimistischen Auswahlfunktionen kénnen auch noch
wie folgt charakterisiert werden:

Theorem 3.9. Sei o € & eine Auswahlfunktion. Dann gilt:

1. Esist o € 6, genau dann, wenn Sy(x) C O(z) fir alle x € X gilt.

2. Esist 0 € 6, genau dann, wenn S,(x) C P(x) fir alle x € X gilt.

Beweis. Wir zeigen die erste Behauptung des Theorems. Der Beweis der zweiten
Behauptung ist dann analog.

Seien o € 6, und = € X beliebig. Sei weiter y € S,(x), d.h. 2 = o(y). Dann
folgt y € R(x) aus Lemma 3.1 und ¢,(y) = g(z,y), da o eine optimistische
Auswahlfunktion ist. Dies impliziert aber y € O(z) (siehe Definition 2.4). Also
gilt Sy (x) C O(z) fir alle z € X.

Sei nun o € & eine Auswahlfunktion und sei S,(z) C O(x) fiir alle x € X.
Sei weiter y € Y beliebig. Da o eine Auswahlfunktion ist, gilt y € S, (x) fiir
x = o(y). Somit folgt y € O(z) aus der Voraussetzung. Dies impliziert nun
g(z,y) = do(y). Also gilt g(o(y),y) = @o(y) fiir alle y € Y, d.h. o ist eine
optimistische Auswahlfunktion. O

Die Mengen S, () sind also fiir alle 0 € &, bzw. 0 € &, Teilmengen von O(x)
bzw. P(z), wobei keine Gleichheit gelten muss. Allerdings kann noch folgende
Eigenschaft gezeigt werden:

Lemma 3.10. FEs gilt

O(z) = U So(x) und P(z)= U Se(x)  fir alle x € X.

cEG, ceS,
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Beweis. Wir zeigen wiederum nur die erste Behauptung des Lemmas. Die zweite
Behauptung kann analog bewiesen werden.

» 2 “: Diese Inklusion folgt offensichtlich aus der Eigenschaft S, (x) C O(z) fiir
alle 0 € 6, und alle x € X.

, € “:Seien r € X und y° € O(x) beliebig. Weiter sei eine beliebige Aus-
wahlfunktion o0 € &, gegeben. Wir betrachten nun die Funktion 7 : ¥ — X

mit
| = falls y = 3
7(y) = { o(y) falls y # y°.

Dann gilt o(y) = o(y) € ¥(y) und g(a(y),y) = g(o(y),y) = ¢o(y) fiir alle
y # y° wegen o € &,. Weiter gilt 5(y) = z € ¥(y) und g(a(y),y) = ¢o(y) fiir
y = y° wegen y" € O(x). Also ist die Funktion & : Y — X eine optimistische
Auswahlfunktion mit 3° € S5 (z). Mit

v e |J So(a).
occB,
folgt nun die Inklusion. O
Beispiel 3.6. Sei f(z,y) =y, h(z,y) = y —x, g(z,y) = (x -1y + 1),
X = {-1,0,—-1} und Y = [-1;1] (siehe Beispiel 3.1 und Beispiel 3.2). Sei

weiter die Auswahlfunktion o :Y — X mit

|1 firy>-1/2
"(y)_{o firy < —1/2.

gegeben. Dann gilt

SU(O) =
So(1)

Also ist o weder eine optimistische noch eine pessimistische Auswahlfunktion.

[-1;-0.5) < P(0)={-1} und
=[-051] ¢ O()=(0;1]u{-1}.

Sei die Auswahlfunktion o’ : Y — X mit

1 firy >0
oy)={ 0  firye (-1;0]
-1 firy=-1.

gegeben (siehe Beispiel 3.5). Dann gilt

Sp(-1)={-1} = O(-1),
S.(0)=(-1;0] € O(0) =[-1;0] und
S = (1] € O(1)= (01 U{-1}.

Also ist o' eine optimistische Auswahlfunktion.
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Wie wir bereits festgestellt haben (siehe (3.10) und (3.11)), gilt

Do (y) = do(y) fiir alle y € Y und fiir alle 0 € &, und
o (y) = dp(y) fiir alle y € Y und fiir alle 0 € &,,.

Auf Grund der Definitionen 2.6 und 3.3 folgt somit offensichtlich

b0 (y) = bo(y) fiir alle y € Y und fiir alle 0 € &, und (3.12)
b0 (y) = dp(y) fir alle y € Y und fiir alle 0 € &,,. (3.13)

Fiir optimistische Auswahlfunktionen stimmen also die (schwache) Losungsfunk-
tion und die (schwach) optimistische Losungsfunktion iiberein. Analog dazu
stimmen fiir pessimistische Auswahlfunktionen die (schwache) Losungsfunkti-
on und die (schwach) pessimistische Losungsfunktion iiberein. Damit haben sie
auch dieselben lokalen Minima. Ist also eine optimistische bzw. eine pessimisti-
sche Auswahlfunktion gegeben, so kann mit Hilfe von Theorem 3.5 und Theo-
rem 3.6 iiberpriift werden, ob ein gegebener Punkt y° € Y eine (schwach) lokal
optimistische bzw. (schwach) lokal pessimistische Losung ist.

Es stellt sich somit die Frage, ob die Theoreme 2.8 und 2.11 eventuell als Fol-
gerungen von Theorem 3.5 und Theorem 3.6 angesehen werden kénnen.

Wir betrachten hierfiir folgendes Lemma:
Lemma 3.11. Fir alle optimistischen Auswahlfunktionen o € &, sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. Bs ist y° € Ly(z) fiir alle x € U,(y°) mit ¢ (y°) = g(x,1°).

2. Es ist y° € L,(x) fiir alle x € @o(yo) mit ¢,(y°) = g(z,4°).
Fiir alle pessimistischen Auswahlfunktionen o € &, sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. Esisty° € L,(z) fir alle x € \flg(yo) mit ¢, (y°) = g(x,y°).

2. Es ist y° € Ly(x) fiir alle x € \/I\lp(yo) mit ¢,(y°) = g(z,4°).
Beweis. Wir zeigen die Behauptung wieder nur fiir o € G,. Fiir pessimistische
Auswahlfunktionen ist der Beweis analog. Sei also o € &, und 3° € Y.

Angenommen die erste Aussage gilt nicht. Dann existiert ein z € \f/a(yo) mit
g(2,9°) = ¢o(y°) und y° ¢ L, (z). Dann existiert eine Folge {y*} C clS,(z)
mit limy,_ y* = y° und g(z,y*) < g(z,y°) fiir alle k. Wegen cl S, (x) C clO(z)
gilt somit y° ¢ L,(x). Weiter folgt = € \/I}o(yo), da y* € clO(2) fiir alle k auch
y° € clO(x) impliziert. Wegen (3.12) gilt somit auch die zweite Aussage nicht.

Angenommen die zweite Aussage gilt nicht. Dann existiert ein x € \Tfo(yo) mit
b0(y°) = g(x,9y°) und y° ¢ L,(z). Fiir dieses z gibt es somit eine Folge {y*} C
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clO(x) mit limg o y* = y° und g(x,y*) < g(z,y°) fiir alle k. Die Eigenschaft
{y*} C clO(x) ist dquivalent zur Eigenschaft x € W,(y*) fiir alle k. Wegen
Theorem 2.6 und g(z,y°) = ¢,(y") folgt somit

bo(y") < gz, y*) < g(a,4°) = do(y°) fiir alle k.

Mit Gleichung (3.12) erh&lt man also

b0 (y*) < g(a,y") < g(2,4°) = ¢o(y°) fiir alle k.

Folglich ist y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann impliziert aber Theorem 3.5,
dass die erste Aussage nicht gilt. O

Somit kann man also Theorem 2.8 aus Theorem 3.5 ableiten. Auflerdem kann
man Theorem 2.11 als Folgerung aus Theorem 3.6 ansehen.

3.6 Global optimale Losungen

Bekanntlich ist jede global optimale Losung einer Optimierungsaufgabe auch
lokal optimal. Somit gilt fiir alle Auswahlfunktionen o € &

argmin{¢é,(y) : y € Y} Clocmin{¢,(y) : y € Y}. (3.14)

Aus der Existenz einer lokal optimalen Losung muss jedoch nicht die Existenz
einer global optimalen Lésung folgen. Fiir Existenzbetrachtungen und Optima-
litdtsbedingungen von global optimalen Losungen spielen die schwach lokalen
Losungen eine wichtige Rolle. Es gilt das folgende Theorem.

Theorem 3.12. Seio € &. Dann ist y° € argmin{¢, (y) : y € Y} genau dann,
wenn y° € locmin{d, (y) : y € Y} und

6s(y°) < ¢o(§)  fiir alle § € locmin{¢,(y) : y € Y}

gilt.

Beweis. ,, =: “ Sei ein y° € argmin{¢,(y) : y € Y} gegeben. Dann gilt y° €
locmin{e, (y) : y € Y} (siehe (3.14)). Somit ist auch ¢,(y°) = ¢, (y°) wegen
Folgerung 3.7. Da y° global optimale Losung ist, gilt weiter ¢, (y") < ¢, (y) fiir
alle y € Y. Mit ¢, (y°) = ¢ (y°) und Definition 3.3 folgt nun

qbg(yo) < ylgrglgéfy bo(y) = ég(g) fiir alle g € locmin{gz_bo(y) cyeYh

» < “Sei ein Element y° € locmin{¢, (y) : y € Y} gegeben mit ¢, (yo)ig b0 ()
fiir alle 4 € locmin{¢,(y) : y € Y}. Wegen Folgerung 3.7 gilt dann ¢, (y°) =
¢o(y°). Angenommen 3° ist keine global optimale Losung. Dann exisiert ein
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§ €Y mit ¢,(7) < ¢o(y°) = ¢, (y°). Auf Grund der Voraussetzung ist also
y keine schwache lokale Losung. Dann kann aber ausgehend vom Punkt g mit
Algorithmus 3.1 eine schwache lokale Losung 4 € Y berechnet werden mit

60 (7) < 66 (F) < 9o (¥°) = 6o (°).

Dies ist wiederum ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Eine weitere wichtige Rolle spielen die Optimalwerte der Losungsfunktionen.
Diese bezeichnen wir fiir ¢ € G mit

¢ = inf{go(y): y €Y} und ¢y = igf{éa(y) ryeYh (3.15)

Da die Funktion ¢, : ¥ — R unterhalbstetig ist (siehe Theorem 3.2) und
die Menge Y nichtleer und kompakt, existiert stets ein Punkt y° € Y mit
65 (y°) = ¢%, d.h. das Infimum wird in mindestens einem Punkt angenommen.
Wir kénnen fiir die Funktion ¢, : Y — R in (3.15) ,, min “ statt ,, inf “ schreiben.
Fiir die Funktion ¢, : Y — R ist dies nicht moglich, da der Wert ¢ nicht immer
in einem Punkt ° € Y angenommen wird. Es existiert also nicht immer eine
global optimale Losung.

Verwenden wir die Optimalwerte der Losungsfunktionen, so erhalten wir die
folgende Folgerung aus Theorem 3.12.

Folgerung 3.13. Sei 0 € &. Dann ist Y € argmin{¢,(y) : y € Y} genau
dann, wenn ¢, (y°) = ¢ und ¢ (y°) = do(y°) gilt.

Beweis. Laut Theorem 3.12 ist y° € argmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn
y° € locmin{¢, (y) : y € Y} und

$s(y°) < @o(y)  fiir alle § € locmin{do(y) : y € Y}

gilt. Wegen Folgerung 3.7 ist dabei y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann,
wenn y° € locmin{¢,(y) : y € Y} und ¢,(y°) = ¢,(y°) gilt. Also ist y° €
argmin, {¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn 6o (y°) = é5(y°) gilt und y°
diejenige schwach lokale Losung mit dem kleinsten Optimalwert ist. Da die
Funktion ¢, : Y — R eine global optimale Losung iiber der Menge Y besitzt
und diese lokal optimal ist, entspricht dies den Bedingungen ¢, (y°) = ¢% und
¢a(y0) = ¢a(y0)' O

Desweiteren kénnen wir eine Aussage iiber die Relation der Werte ¢ und ¢}
zueinander treffen.

Lemma 3.14. Fir alle 0 € & gilt ¢% = ¢*.

Beweis. Die Relation ¢} > ¢ gilt wegen ¢, (y) > ¢, (y) fiir alle y € Y (siehe
Theorem 3.2).
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Da die Funktion ¢, : ¥ — R unterhalbstetig ist und die Menge Y nichtleer und
kompakt, existiert ein y° € Y mit ¢, (y°) = ¢;. Wegen Definition 3.3 existiert
somit eine Folge {y*} C Y mit limg .o ¢*¥ = ¥° und ¢, (y°) = limg o0 ¢ (¥*).
Somit gilt - -
(b:; = Qba(yo) = khm ¢a(yk) > inf ¢U(y) = Qs:;
— 00 yEY

Also ist ¢ = ¢%. O
Es ist moglich, dass die Funktion ¢, : Y — R keine global optimale Lésung iiber
der Menge Y besitzt. Ist dies der Fall, so ist man an einer Losung interessiert,

welche zumindest ,,fast“ global optimal ist. Aus diesem Grund fithren wir den
Begriff einer e—optimalen Losung ein.

Definition 3.6. Sei 0 € & und ¢ > 0. Ein Punkt y° € Y heifst e—optimale
Lisung, wenn ¢, (y°) < ¢k + ¢ gilt.
Es gilt nun das folgende Theorem.
Theorem 3.15. Seio € & und seic > 0. Weiter sei ein Punkt y° € Y gegeben

mit ¢»(y°) = ¢ und ein Punkt 2° € U, (y°) mit ¢,(y°) = g(z°,y°). Dann ist
jeder Punkt y € S,(x°) mit g(2°,y) < g(z°,y°) + € eine e—optimale Lisung.

Beweis. Sei y € Sy(2%) mit g(z°,y) < g(2°,4°) + . Dann gilt

do(y) = g(z°,y) < g(z°,9°) + e = ¢o(1°) + € = do(¥°) + £

wegen der Definition von S, (2°), den Voraussetzungen des Theorems und Lem-
ma 3.14. Somit ist y eine e—optimale Losung. O

Mit Hilfe dieses Theorem kann man somit e—optimale Losungen suchen. Dabei
ist zu bemerken, dass fiir jedes ¢ > 0 eine derartige Losung existiert, da y° €
cl S, (x°) ist und die Funktion g(x,y) als stetig beziiglich y vorausgesetzt wurde.
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Kapitel 4

Diskrete konvexe Probleme
in der unteren Ebene

4.1 Aufgabenstellung

Gegeben sei das Zwei-Ebenen—Problem
omin “{g(z,y) =d" 2+ d® y: yeY, x e U(y)}
Yy
mit (4.1)
U(y) = argmin{ f(z,y) = F(z) —y'z: z € X}.

Dabei sei Y C R”™ ein Polytop mit nichtleerem Inneren, F' : R™ — R ei-
ne streng konvexe, stetig differenzierbare Funktion, d',d? € R™ und X =

{xt,22,... 2N} C R" eine gegebene diskrete Menge mit 1 < N < oo von-
einander verschiedenen Elementen. Weiter fordern wir, dass
VF(2") €intY gilt fiir alled =1,..., N. (4.2)

Diese Forderung benétigen wir insbesondere fiir die Betrachtung von (schwach)
pessimistischen Losungen.

Eine etwas allgemeinere Aufgabenstellung wird in [12] betrachten. In dieser
Arbeit ist Y konvex, abgeschlossen, mit nichtleerem Inneren und g(z,y) ist
stetig differenzierbar bzgl. y. Fiir diese allgemeinere Aufgabenstellung werden in
[12] Optimalitéitsbedingungen mittels radialer Richtungsableitung und radialem
Subdifferential [6, 10, 23] betrachtet. In diesem Kapitel werden wir jedoch die
Aufgabenstellung (4.1) untersuchen und mittels der Betrachtungen aus Kapitel 2
Optimalitéitsbedingungen und Losungsverfahren diskutieren.

Fiir unsere Betrachtungen verwenden wir die strenge Konvexitéit der Funktion
F :R™ — R. Aus diesem Grund soll zundchst an Definition und Eigenschaften
von streng konvexen Funktionen erinnert werden.
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Definition 4.1. [/, 13] Sei eine konvexe Menge M C R™ gegeben. Dann heifit
eine Funktion F : R™ — R streng konvezr auf M, wenn

F(Az+ (1= Na') < AF(z) + (1 — M) F(2)

ist fiir alle X € (0;1) und alle Punkte x,x' € M mit x # x'.

Weiter gilt das folgende Lemma.

Lemma 4.1. [}, 15] Sei eine konvexe Menge M C R™ gegeben. Dann ist die
Funktion F : R™ — R genau dann streng konvexr auf M, wenn

F(z) > F(2) + VF(2') " (z — ')
gilt fiir alle Punkte x,x' € M mit x # 2.
Es sollen nun Losungsverfahren fiir das Zwei-Ebenen—Problem (4.1) entwickelt
werden. Dies soll mit Hilfe der Betrachtungen aus Kapitel 2 geschehen. Dies ist
moglich, da die Forderungen (F1) und (F2) aus Kapitel 2 offensichtlich erfiillt

sind. Aus diesem Grund betrachten wir zunichst die Stabilitdtsbereiche und
deren Eigenschaften.

4.2 Stabilitatsbereiche

In diesem Abschnitt wollen wir die Stabilitétsbereiche von allen Punkten z* € X
untersuchen. Diese sind definiert durch

R(a') := {2’ € U(y)} (4.3)

fiir alle ¢ = 1,..., N (siehe Definition 2.1). Es gilt nun offensichtlich fiir alle
Indizesi=1,...,N

R(z") = {yeY: flz'y) < f(a?,y) fiir alle j # i}
= {yeY: Fa)—y o' <F(2)—y 2’ fir alle j # i}
= {yeY: (&7 —2")Ty<F(ad)— F(z%) fiirallej#4}. (4.4)

Die Stabilitdtsbereiche entsprechen demzufolge dem Durchschnitt vom Polytop
Y mit endlich vielen Halbrdumen. Somit sind sie ebenfalls Polytope und folglich
auch konvex, abgeschlossen und beschriankt. Demzufolge gilt

cl R(z%) = R(z") fiir alle Indizes i = 1,..., N. (4.5)

Als n#chstes untersuchen wir das Innere der Stabilitédtsbereiche. Es gilt das
folgende Theorem.

Theorem 4.2. 1. Esist VF(z') € int R(2?) fiir alle Indizes i =1,...,N.
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2. Es gilt (z9 —2%) Ty = F(2?) — F(2*) fiir alle Indizes i # j und alle Punkte
y € R(z") N R(a7).

3. Esistint R(z") N R(z7) = 0 fiir alle Indizes i # j.

Beweis. 1.) Sei ein Index i € {1,..., N} gegeben und sei

i i NT (o] i
aO::minF(x) F(x") VF(x) (z x)
(h o7 — 2]

Diese reelle Zahl ist wohldefiniert wegen der Voraussetzung z' # 27 fiir alle
Jj # i. Weiter gilt ap > 0 wegen der strengen Konvexitdt von F' : R® — R
und Lemma 4.1. Wir erhalten nun fiir alle reellen Zahlen a € [0; ) und alle
Vektoren h € R™ mit ||| =1

(7 — 2 (VF(@) +ah) = VF(")" (27 - :cl) +ah’ (27 — 2t
< VF(vxl)T(J;J —z') + agljz? — 2|
< F(2’) - F(z').

AuBerdem gilt VF(z%) + ah € Y fiir alle hinreichend kleine reelle Zahlen o > 0
wegen der Voraussetzung VF(z?) € intY. Da o > 0 und h € R” mit ||h]| = 1
beliebig gewihlt wurden, gilt somit VF(z?) € int R(z") (siehe Formel (4.4)).

2.) Seien Indizes i # j und ein beliebiger Punkt y € R(x%) N R(x’) gegeben.
Dann gilt wegen Formel (4.4)

(7 — 2Ty < F(a?) — F(z) wegen y € R(z")
und (2! — 29) Ty < F(z') — F(29) wegen y € R(27).
Hieraus folgt nun die Behauptung (z7 — 2%) Ty = F(27) — F(z?).

3.) Seien beliebige Indizes i # j gegeben. Angenommen es existiert ein Punkt
y" € int R(2") N R(27). Dann erhalten wir fiir alle Punkte

v o= (1= Ny’ + A\VF(2?)
und alle reellen Zahlen A € (0;1)

(27 —2)Tyr = (1= N) (27 —2)) Ty +A (27 — 2") TVF(27) > F(a?) — F(2%)

—F(29)— F(z?) >F(2d)—F(a?)

wegen y° € R(z') N R(27) und Lemma 4.1. Somit gilt y* ¢ R(2?) fiir alle
X € (0;1). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme 3° € int R(x?). O

Bemerkung:
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1. Gilt n =2 und F(z) = |z|?, so ist

1 1 1
Flwy) = Sllall? =y Tz = Sl =yl = Sl

Somit folgt, dass in diesem Fall die Stabilitéitsbereiche dem Durchschnitt
von der Menge Y mit sogenannten Voronoi-Gebieten entsprechen (siehe
z.B. [20]).

2. Da fiir alle Indizes i = 1,..., N die Mengen R(z*) konvex und abgeschlos-
sen sind und da das Innere wegen VF(x') € int R(z') (Theorem 4.2)
nichtleer ist, gilt ([4, 13])

clint R(z") = R(z*)  fiirallei=1,...,N. (4.6)

3. Esist anzumerken, dass bei strenger Konvexitdt der Funktion F' : R” — R
die Mengen

V(z"):={yeR": f(z',y) < f(a?,y) fiiralle j # 14} D R(x")

mit ¢ = 1,..., N verallgemeinerte Voronoi-Gebiete sind ([20],[31]) und
viele Eigenschaften von Voronoi-Gebieten auf diese Mengen iibertragen
werden konnen.
Beispiel 4.1. Seien n =2, F(z) = 2% + 23 + z122, Y = [-1;5] x [-1;5] und
X ={zt, 2% ..., 25} mit

2= () 7= 2= ()= ()= () - )

Y24
Die Forderung VF(x') € intY ist R(2%)
fir alle i = 1,...,6 erfillt. In der
nebenstehenden Abbildung sind die R(z5)
Stabilititsbereiche fiir alle Punkte x*
miti=1,...,6 dargestellt. R(z?) R(z%)

1

R(z%)
! "
R(z1)

4.3 Losungsmengen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Losungsmengen ange-
ben. Die Ergebnisse werden sich dabei insbesondere aus den Eigenschaften der
Stabilitatsbereiche ergeben.
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Da VF(z') € int R(z") ist (Theorem 4.2), gilt z* € U(VF(x")) fiir alle Indizes
t=1,..., N. Demzufolge erhalten wir

X=X:={zeX: ey mitzec V(y)} (4.7)

(siehe auch (2.5)). Wir vergleichen nun die Losungsmengen und die erweiterten
Losungsmengen. Die erweiterten Losungsmengen waren definiert durch

U(y):={r e X: yeccR(z)}
(siehe Definition 2.3). Da R(x) = cl R(z) ist fiir alle x € X (siehe (4.5)), gilt

U(y) =¥(y) fir alle y € Y. (4.8)

Somit stimmen die Losungsmengen und die erweiterten Losungsmengen iiberein.
Demzufolge ist die Losungsmengenabbildung ¥ : Y — 2% eine oberhalbstetige
Punkt-Menge-Abbildung. Weiter erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 4.3. Es ist U(y) = {z'} fiir alle y € int R(z%) und allei=1,...,N.
Beweis. ,, 2 “: Seiy € int R(z%). Dann gilt auch y € R(x%) und somit z¢ € ¥(y).
Demzufolge gilt ¥(y) 2 {x'}.

, C “ Seiy € int R(x'). Angenommen es existiert ein j # i mit 27 € ¥(y). Dann
gilt y € R(27) und somit y € int R(x*) N R(z7). Dies ist aber ein Widerspruch
zu Theorem 4.2. Demzufolge ist also ¥(y) = {z'}. O

4.4 Losungsfunktionen

Wir betrachten nun die optimistische Losungsfunktion

) — . _ . le d2T 4.
bo(y) igg?y)g(w,y) i dt e dy (4.9)

und die pessimistische Losungsfunktion

= - d ey 4.10
bp(y) Igl%)g(ay) Jnax r+d oy (4.10)

Dann gilt fiir die Mengen

O(x) = {yeR(@): do(y) =g
P(x) = {yeR(@): ¢p(y) =g(z,9)}

(siehe Definition 2.4) das folgende Theorem.

Theorem 4.4. Es ist clO(z") = cl P(z') = R(z") fiir allei=1,...,N.
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Beweis. Es ist offensichtlich O(x?) C R(z%) bzw. P(z') C R(z') und somit
clO(z%) C R(x?) bzw. cl P(z%) C R(z*) fiir alle Indizes i = 1,..., N.

Seien nun i € {1,..., N} und y € R(z*) beliebig. Dann existiert wegen R(z?) =

clint R(z") (siehe (4.6)) eine Folge {y*} C int R(z*) mit limy o y* = y. Wegen
{y*} Cint R(z?) gilt dann ¥(y*) = {z*} fiir alle k (Lemma 4.3). Demzufolge ist

bo(y") = dp(y*) = g(2',y")

und somit {y*} C O(x?) bzw. {y*} C P(z'). Hieraus folgt y € clO(z*) und
y € cl P(x%). Wir erhalten also

R(z") CcO(z') und R(z") C cl P(z").

Somit gelten die Aussagen des Theorems. O

Auf Grund von Theorem 4.4 gilt nun offensichtlich

Uo(y) = {zeX:ycdO@)}={recX: yeR@)}="0y), (“11)
U,(y) = {reX:yedP@)}={zeX: yecRx)}="Uy) (412

fir alle y € Y (siehe (2.18), (2.19)). Mit Theorem 2.6 erhalten wir demzufolge

Po(y) = doly) = ¢p(y) fiir alle y € Y. (4.13)

Somit ist die Funktion ¢, : ¥ — R unterhalbstetig. Auflerdem kénnen alle
Aussagen fiir die schwache optimistische Losungsfunktion auf die Funktionen
¢o 'Y — R iibertragen werden. Dies werden wir fiir die Betrachtung von
Optimalitdtsbedingungen nutzen.

4.5 Optimalititsbedingungen

Wegen (4.13) und Lemma 2.7 gilt offensichtlich
locmin{¢,(y) : y € Y} C locmin{¢,(y) : y € Y}, (4.14)

d.h. jede lokal pessimistische Losung ist auch eine lokal optimistische Losung.

Um die Optimalitédtsbedingungen spezifizieren zu kénnen, werden wir nun die
Mengen

L(z") :=locmin{g(z",y) : y € R(z")} (4.15)
untersuchen fiir alle ¢ = 1,..., N. Diese Mengen sind fiir uns interessant, da
wegen Theorem 4.4 ' . 4

L(z*) = Ly(z') = Ly(z*) (4.16)

gilt fiir alle ¢ = 1,..., N (siehe auch (2.21), (2.22)).
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Da g(z,y) = e+ dQTy gilt und da die Mengen R(z) konvex sind, erhalten
wir

L(z") = locmin{dzTy: y € R(z%)} (4.17)

= argmin{dQTy : y € R(z")}.

fiir alle Indizes i = 1,..., N. Da die Mengen R(z") polyedral sind, entsprechen
die Mengen L(z%),i = 1,..., N, also den Lésungsmengen von linearen Optimie-
rungsaufgaben. Aufierdem gilt L(z%) # 0 fiir alle i = 1,..., N, da die Mengen
R(z*) nichtleer und kompakt sind.

Weiter gilt wegen (4.13)
loemin{¢,(y) : y € Y} =locmin{,(y) : y € Y} = locmin{¢,(y) : y € Y}.

Aus diesem Grund untersuchen wir im folgenden nur die lokal optimistischen
bzw. pessimistischen Losungen.

Fiir lokal optimistische Losungen erhalten wir aus (4.9), (4.11), (4.13), (4.16)
und Theorem 2.8 das folgende Theorem.

Theorem 4.5. Fiir alle y° € Y gilt y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann,
wenn y° € L(z°) ist fiir alle z° € W(y°) mit

T . T
d' 2= min d' =z
z€W(y9)

Beweis. Das Theorem folgt direkt aus aus (4.9), (4.11), (4.13), (4.16) und Theo-
rem 2.8. O

Fiir lokal pessimistische Losungen erhalten wir aus Theorem 2.11 das folgende
Theorem.

Theorem 4.6. Fiir alle y° € Y gilt y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann,
wenn y° € L(z) und ¢,(y°) = g(x,y°) gelten fiir alle x € ¥(y°).

Beweis. Laut Theorem 2.11 gilt y° € locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn
L ¢,(y°) < g(z,y) ist fiir alle € ¥(y°) und

2. y° € L(z) fiir alle x € ¥(y) mit g(x,y°) = ¢, (y°).

Dies gilt wegen U(y) = \T!p(y) fiir alle y € Y (siche (4.12)). Wegen (4.10)
entspricht die Bedingung 1.) der Bedingung

qbp(yo) = g(z, %) fiir alle x € \I/(yo).

Hieraus folgt nun die Behauptung des Theorems. O
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4.6 Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Berechnung von lokal und glo-
bal optimalen Losungen beschéftigen. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit
der Diskussion iiber die Existenz von lokal optimistischen bzw. pessimistischen
Losungen.

Da wegen (4.13) die optimistische Losungsfunktion unterhalbstetig ist, existiert
stets eine global optimistische Losung. Fiir die pessimistische Losungsfunktion
gilt diese Aussage nicht. Die Existenz einer lokal pessimistischen Losung ist nicht
gesichert.

Beispiel 4.2. Seienn =N =2, F(z) = §|z||>, Y = [0;4] x [0;4], d' = (1,1) 7,
d>=(1,0)" und X = {a' = (1,3)",2% = (3,1) " }. Fiir diese Aufgabe erhalten
wir die Stabilititsbereiche

R )={yeY:y <y} und RE*)={yeY:y >y}

Demzufolge gilt L(z') = L(x?) = {(4,4)"}. Somit ist y° = (4,4)" die einzige
lokal optimistische Losung (siehe Theorem 4.5). Da aber g(z',4°) < g(a?,y%)
gilt, ist y° keine lokal pessimistische Losung (siehe Theorem 4.6). Wegen (4.14)
ezistiert also keine lokal pessimistische Losung und somit auch keine global pes-
simistische Ldosung.

Wir konzentrieren uns also zunéchst auf die Berechnung von lokal optimisti-
schen Losungen. Ein Verfahren zur Berechnung von lokal optimistischen Losun-
gen beruht auf dem Algorithmus 2.1. Dieser kann verwendet werden, da die
optimistische und die schwache optimistische Losungsfunktion iibereinstimmen
(siehe (4.13)).

Algorithmus 4.1. Eingabe: y° € Y
0. k=0
k k kY ._ kY . kY — k
1. Berechne W(y™), ¢o(y”) und M(y") := {x € U(y") : ¢o(y") = g(x,y")}.

2. Falls ein x* € M (y*) eistiert mit y* ¢ L(x*), so wéhle ein y*+1 € L(z*)
und gehe mit k :== k + 1 zu Schritt 1.; sonst Stopp.

Ausgabe: y* € locmin{¢,(y) : y € Y}

Wenn wir diesen Algorithmus anwenden, miissen in jedem Schritt die Mengen
U (y*) und R(x*) berechnet werden. Dies kann zum Beispiel durch Verwendung
der Definitionen erfolgen. Ist jedoch die Kardinalitdt der Menge X sehr grof3
und sind im Algorithmus 4.1 sehr viele Iterationen zu durchlaufen, so ist diese
Vorgehensweise ineffektiv. Es kann also sinnvoll sein, zunéchst alle Stabilitéitsbe-
reiche zu berechnen. Dabei kann man Berechnungsverfahren fiir verallgemeinerte
Voronoi-Gebiete verwenden [20, 31].
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Als néchstes betrachten wir global optimale Losungen. Hierfiir untersuchen wir
zunéchst die Werte

b, = irylf{qbo(y) cyeY) und ¢ = ir;f{aﬁp(y) cyeYh

Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 4.7. Es ist ¢; = ¢,,.

Beweis. Aus Lemma 3.14, (3.10) und (3.11) folgt
0o =05 =Mt{do(y) : y €Y} und ¢ =g} :=nt{g,(y): y €V}
Wegen ¢, (y) = Q_Sp(y) fiir alle y € Y (siehe (4.13)) erhalten wir hieraus
Gy = b, = &), = b},
O

Demzufolge ist jede global pessimistische Losung auch eine global optimistische
Losung (siehe auch (4.14)). Die Funktionswerte stimmen dabei iiberein. Wir
suchen also im folgenden nach einer global optimistischen Losung. Wenn ein
Punkt y° € Y global optimistische Losung ist, so ist wegen Lemma 4.7 der Punkt
y® € Y genau dann eine global pessimistische Losung, wenn ¢,(y°) = ¢,(y°)
und damit ¢,(y°) = ¢} gilt.

Eine naive Methode zur Berechnung einer global optimistischen Lésung besteht
darin, mit Algorithmus 4.1 und unter Verwendung der Startpunkte VF(z?),
t = 1,..., N, lokal optimistische Losungen zu berechnen und deren Funkti-
onswerte zu vergleichen. Dazu muss man jedoch vorher alle Stabilitdtsbereiche
berechnen. Es ist somit die Frage naheliegend, ob sich die Berechnung der Sta-
bilitatsbereiche und die Berechnung von global optimistischen Loésungen mit-
einander verkniipfen lassen. Wir untersuchen im folgenden diese Idee unter
Verwendung des Incremental—Algorithmus fiir verallgemeinerte Voronoi-Gebiete
[20, 31].

Der Incremental-Algorithmus ist ein Wachstumsalgorithmus. Er startet mit der
Berechnung der Stabilitétsbereiche fiir die Menge X = {x!,2%}. Danach wer-
den schrittweise weitere Punkte 2! in die Berechnung einbezogen und die ent-
sprechenden Stabilitdtsbereiche erzeugt. Fiir die Diskussion des Incremental—

Algorithmus benétigen wir somit fiir alle Indizes ¢ = 1,...,[, [ < N, die Be-
zeichnungen
Ri(z"):={yeY: fla' y) < f(al,y) fir alle j = 1,...,1}. (4.18)

Dabei gilt offensichtlich R(x?) = Ry(z?) fiir alle i = 1,..., N. Die Grundidee
des Algorithmus kann somit wie folgt angegeben werden.
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Algorithmus 4.2. (Incremental-Algorithmus)

Eingabe: X = {z*,...,2N}, Y, F:R* - R
1. Setze Ry(z1) :==Y.
2. Firl=2,...,N gehe wie folgt vor:
(a) Finde die Indexmenge
L={ic{l,....1—1}: R_i(z) N Ry(a') # 0}.

(b) Setze Ry(z*) := Ry_1(x?) fiir alle i ¢ 1.

(c) Setze Ri(x%) := {y € Ri_1(2%) : (2! — )Ty < F(z) — F(a)} fiir
alle i € I;.

(d) Setze Ry(z!) :={yeY: (2! —a")Ty < F(2*) — F(2') Vie I}
Ausgabe: Ry (zb), ..., Ry(zN)

Das Hauptproblem bei diesem Algorithmus ist die Berechnung der Indexmen-
gen I;. Dies kann geschehen, indem zunéchst ein Index ig € I; berechnet wird
[31]. Ausgehend von diesem Index werden durch Nachbarschaftsbetrachtungen
alle anderen Indizes i € I; berechnet. Dies wird fiir n = 2 in [20] ausfiihrlich
diskutiert. Fiir ndhere Aussagen sei auf die Ausfithrungen in [20] und die darin
enthaltenen Literaturangaben verwiesen.

Wir konnen nun die Idee des Incremental-Algorithmus mit der Berechnung
von global optimistischen Lésungen kombinieren, indem wir zunéchst die Stabi-
litéitsbereiche und eine global optimistische Losung fiir die Menge {x!,... z/~1}
berechnen und dann die Verinderungen bei Hinzufiigen des Punktes 2! unter-
suchen. Dabei verwenden wir die Bezeichnung

Li(x") := argmin{dQTy Dy € Ry(a")}). (4.19)
y

Algorithmus 4.3. (global optimistische L&sung)

Eingabe: X = {z*,..., 2N} mit dt 'zt > a2 >...> N

1. Setze RY(z') :=Y, 2* := x' und berechne einen Punkt y* € Ly(x'). Setze
95 = 9", y").
2. Firl=2,...,N gehe wie folgt vor:

(a) Berechne die Menge R;(x') und einen Punkt y' € Lj(x!).
(b) Gilt y* € Ry(2'), so setze x* := 2!, y* := 4" und ¢} = g(a', ).
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(c) Gilt y* ¢ Ri(z') und ist g(z!,y") < ¢%, so setze z* := 2!, y* = o
und ¢ = g(a',y").

Ausgabe: ¢}, y* € argmin, {¢,(y) : y € Y}

Theorem 4.8. Der Algorithmus 4.3 berechnet eine global optimistische Lisung.

Beweis. Wir beweisen das Theorem mittels vollstdndiger Induktion beziiglich
der Kardinalitit der Menge X. Dazu verwenden wir die Bezeichnungen

U(y) = {a':ie{l,...,1}, y € Ri(a")}
=  min g¢g(x,y) = min le:c+d2T
é1(y) L (y)g( Y) Lo Yy
¢ = rrgn{¢z(y): yeYl.

Fiir diese betrachten wir zunéchst einige grundlegende Eigenschaften. Fiir alle
y € Y und alle Indizes | > 1 gilt offensichtlich

' € U)(y) im Fall y € Ry(z!) und  ¥;(y) = ¥;_1(y) im Fall y ¢ Ry(z!).
Demzufolge ist
Gu(y) = di—1(y)  fiir alle y ¢ Ry(a'). (4.20)

Weiter gilt wegen ATt > d 2 > @t T i alle y € Ry(zh)

. T T T T
di(y) = Gnk%jn(ly) db e+ d® y=d +d® y< d1—1(y). (4.21)
T l

Hieraus folgt nun fiir alle Indizes [ > 1

* . * . . * . !
= min{¢;_;, min = min{¢;_;, min T, Y)}- 4.22
6i =min{gj_ . min ()} =min{gi. min oG y)}k  (@22)

Nach Angabe dieser Eigenschaften kénnen wir nun mit dem eigentlichen Beweis
des Theorems beginnen.

Sei also zuniichst X = {x'}. Dann ist Ry (z!) =Y und ¢1(y) = g(z*, ) fiir alle
y € Y. Somit gilt

Ly(z') = argmin{g(z',y) : y € Ri(z')} = argmin{gy(y) : y € Y},
d.h. der berechnete Punkt y* € Ly (2?) ist tatsichlich eine global optimistische
Losung im Fall X = {x!}.

Sei nun 1 < I < N und gelte die Behauptung fiir X = {z',... 2!~1}. Dann
berechnet der Algorithmus laut Induktionsvoraussetzung in den ersten [ — 1
Iterationen einen Punkt y* € Y mit ¢;_1(y*) = ¢}_,. Sei y' € L;(2!). Dann gilt
ming e g, 1) 9(z',y) = g(z',y") wegen y' € Ly(x"). Wir unterscheiden nun die
Fille y* € Ry(z!) und y* ¢ R(z!).
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Angenommen es ist y* € Ry(z!). Dann gilt wegen (4.21) und wegen y' € L;(x!)

b1 = di1(y") = du(y*) = gz’ y*) = g(a', o).

Aus (4.22) folgt somit

= min g(z!,y) = g(a!,y
? yeRl(wl)g( y) = g(",y"),

d.h. der im Algorithmus berechnete Punkt ¢! ist tatsichlich eine global optimi-
stische Losung im Fall X = {z1,... 2'}.

Angenommen es ist y* ¢ R;(z!). Dann folgt ¢ = min{¢}_,,g(z',y")} aus (4.22).
Gilt also ¢; , < g(z!,y'), so ist y* eine global optimistische Losung im Fall
X = {z',...,2'}. Sonst ist der vom Algorithmus im Schritt 2c) berechnete
Punkt offenbar eine global optimistische Losung im Fall X = {z!,... z!}.

Aus der vollstiandigen Induktion folgt somit, dass der durch den Algorithmus
berechnete Punkt eine global optimistische Losung ist. O

Bemerkung: Wie man im Beweis erkennt, ist fiir den angebenen Algorithmus
die Ordnung der Punkte z* und die spezielle Form der Funktion g : R® xR® — R
von besonderer Bedeutung. Besitzt die Funktion g : R” x R™ — R eine andere
Form, so ist der Algorithmus i.a. nicht korrekt.

Wenn wir eine global optimistische Losung y* € Y gefunden haben, so kénnen
wir mit der Bedingung ¢,(y*) = ¢,(y*) tiberpriifen, ob dieser Punkt auch eine
global pessimistische Losung ist. Ist dies nicht der Fall, so kénnen wir mit Hilfe
von y* zumindest eine e-optimale Losung berechnen (siehe Definition 3.6).

Theorem 4.9. Seiy* €Y eine global optimistische Lisung und sei x* € WU(y*)
mit ¢o(y*) = g(z*,y*). Weiter sei § € int R(z*) mit dzTy* < dQTQ. Dann ist
jeder Punkt y = Ag+ (1 — Ny* mit 0 < A < €/d2T(g — y*) eine e-optimale
Losung fiir den pessimistischen Ldsungsfall.

Beweis. Wegen § € int R(xz*) und R(z*) konvex, ist y = A\g + (1 — Ny* €
int R(z*). Aus Lemma 4.3 folgt somit ¢,(y) = g(z*,y). Mit Theorem 3.15 folgt
nun die Behauptung wegen

AT (G -y < e

A2 G (1 NE2 Ty < e+ d?y

lex* +d2Ty S Ele.’l?*+d2Ty*,
und folglich g(z*,y) < g(z*,y*) + &. O
Bemerkung: Ist d? # 0, so kann der Punkt 7 in der Umgebung von VF(x*) ge-

funden werden. Sonst ist offensichtlich VF(x*) selbst eine global pessimistische
Losung.
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Kapitel 5

Zwei-Ebenen-Optimierung
mit
0-1-Knapsack-Problemen in
der unteren Ebene

5.1 Aufgabenstellung

In diesem Kapitel werden wir Zwei-Ebenen-Probleme betrachten, bei welchen
das Problem der unteren Ebene einem 0-1-Knapsack-Problem entspricht. Unser
Ziel wird es sein, die Begriffe und Aussagen aus den Kapiteln 2 und 3 fiir diese
spezielle Aufgabenklasse zu spezifizieren.

Zwei-Ebenen-Probleme mit einem 0-1-Knapsack-Problem in der unteren Ebene
wurden bereits in [6] und [9] diskutiert. In diesen Arbeiten wurde insbesonde-
re nach global optimalen Losungen gesucht. Entsprechende Ergebnisse werden
wir in allgemeinerer Form in Abschnitt 5.9 priasentieren. Im Gegensatz zu den
Arbeiten [6] und [9] werden wir aulerdem Stabilitétsbereiche, Losungsmengen,
erweiterte Losungsmengen und Optimalitétsbedingungen fiir (schwach) lokale
optimistische bzw. pessimistische Losungen untersuchen.

Es sei also die folgende Optimierungsaufgabe gegeben:
,min“dd'z+ fy: ycY, € ¥(y)}
y
mit (5.1)
U(y) = argmax{c'z: a'z <y, x € {0,1}"}.

Dabei seien a € R™ und ¢ € R™ Vektoren mit positiven Komponenten und es
sei Y C R. Weiter sei d € R™ und f € R. Zu beachten ist auflerdem, dass nun
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im Gegensatz zur Aufgabe 2.1 in der unteren Ebene maximiert statt minimiert
wird. Vergleichen wir Aufgabe 2.1 mit Aufgabe 5.1, so entspricht

g(.’l?,y) :de+fya f(l‘vy) = _cha h($7y) :a’T:E_y und X:{O71}n

(5.2)
Weiter sei Y C R eine nichtleere, konvexe, kompakte Menge. Somit existieren
zwei reelle Zahlen b,,b, € R mit b, < b,, so dass

Y = [bu, bo (5.3)

gilt. Da Forderung (F1) aus Kapitel 2 erfiillt sein soll und da die Aufgabe fiir
by = b, trivial wire, nehmen wir im folgenden an, dass

0< by <by (5.4)

ist.

5.2 Stabilitatsbereiche

Ein Stabilitéitsbereich von © € X ist die Menge aller Parameter y € Y (siehe
Definition 2.1), fiir welche z eine global optimale Losung der unteren Ebene ist,
d.h.

R(zx)={yeY: zecT(y)}

Wenden wir nun Formel (2.8) auf unsere Aufgabe (5.1) an, so erhalten wir
Rz)={yeY:a'z<y, (y<a'Zoderc'z>c'z)Vze{0,1}"} (55)
fiir alle € {0,1}™. Somit gilt offenbar

R(x) = [by;bo) N [az; I{rbirll} {a"z: "z <c'z}) (5.6)
ze{0,1}n

fiir alle € {0,1}™. Analog dazu folgt aus Lemma 2.1

R(x) = [bu;bo) N[a"z;min{a'z: c¢'z < c'z}) (5.7)
zeX

fiir alle z € X. Diese Formeln kénnen wir nun benutzen, um Eigenschaften der
Stabilitatsbereiche herzuleiten.

Theorem 5.1. 1. Fiir jedes x € {0,1}"™ ist der Stabilititsbereich R(x) ent-
weder leer, ein abgeschlossenes Intervall oder ein halboffenes Intervall.

2. Fir zwei Punkte x,T € {0,1}" gilt R(z) N R(Z) # 0 genau dann, wenn
R(z)#0, R(Z) # 0 und ¢z = c' T ist.

3. Angenommen es gilt R(x) N R(Z) # 0 und a'z < a'Z fiir zwei Punkte
x,% € {0,1}™. Dann ist R(Z) C R(z).
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Beweis. 1. Die Aussage folgt direkt aus Formel (5.6), da der Durchschnitt
eines abgeschlossenen mit einem halboffenen Intervall stets ein leeres, ab-
geschlossenes oder halboffenes Intervall ist.

2. Angenommen fiir zwei Punkte z,z € {0,1}" gilt R(z) N R(Z) # 0. Sei
nun y € R(x) N R(Z). Somit gilt offensichtlich e’z < y und a'7 < .
Dann folgt mit Formel (5.5) ¢'2 > ¢ aus y € R(z) und ¢'Z > ¢ 2 aus
y € R(z). Also gilt ¢"z = c"z. R(x) # () und R(%) # () ist offensichtlich.

Angenommen fiir zwei Punkte x,z € {0,1}" gilt R(x) # 0, R(Z) # () und

¢"x =¢"Z. Sei nun

b:= min {a'Z: ¢'2<c'2} und y := max{b,,a’z,a 7}
ze{0,1}n

Dac'z = ¢z gilt, ist somit
R(x) = [by;bo) N [a " 2;b) und R(Z) = [by;bo) N [a' Z;b).
Wegen R(z) # 0 und R(Z) # 0 gilt somit
max{a'z,b,} <b und max{a z,b,} < b,
bzw. max{a'z,b,} <b und max{a'z,b,} < b,.

Somit gilt auch y < b und y < b,. Folglich ist y € R(z) N R(Z), d.h.
R(z) N R(z) # 0.

3. Sei R(z)NR(Z) # 0 und o'z < a'z fiir x,7 € {0,1}". Auf Grund der
zweiten Aussage des Theorems gilt somit ¢'x = ¢'Z. Sei nun y € R(Z)
beliebig. Dann ist y € [by;b,]. Weiter gilt a'2 < y wegen y € R(Z) und
a'r <a'Z. Aus y € R(Z) und ¢z = ¢'z folgt mit Formel (5.6) die
Ungleichung y < min {a'Z: ¢z < ¢'Z}. Somit gilt y € R(z). Also

ze{0,1}"
ist R(z) C R(x).
O
Desweiteren interessiert uns natiirlich, fiir welche Punkte z € {0,1}" der zu-
gehorige Stabilitdtsbereich leer ist. Es gilt folgendes Lemma
Lemma 5.2. Fir jedes © € {0,1}" gilt R(z) = 0 genau dann, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfillt ist:
1. Es gilt b, < a'x, d.h. der Punkt x ist fiir kein y € Y zulissig.

2. Es existiert ein Punkt £ € {0,1}" mit ¢’z < c'z und a'z > a'z, d.h.
der Punkt x wird von  dominiert.

3. Es existiert ein Punkt & € {0,1}" mitc'z <c'Z und a2 < b,,.
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Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Formel (5.6). O

Weiter gilt folgendes Lemma:

Lemma 5.3. 1. Seien z,u € {0,1}" zwei Punkte mit x + u € {0,1}" und
a'x > by. Dann gilt o' (z +u) > b, und somit R(x +u) = 0.

2. Seien x, € {0,1}" zwei Punkte mit ¢'% > ¢'x und a'% < a'x. Sei
weiter ein Punkt u € {0,1}"™ gegeben mit x+u,Z+u € {0,1}". Dann wird
x +u von T +u dominiert, d.h. es gilt R(x + u) = 0.

Beweis. Die Behauptung ist trivial wegen a; > 0 und ¢; > O fiirallei =1,...,n.
O

Dieses Lemma kénnen wir nun nutzen, um die Menge X zu bestimmen. Hierfiir
verwenden wir den folgenden Algorithmus von Lawler [17].

Algorithmus 5.1. Eingabe: a,c,b,, b,
1. Setze M° :={(0,...,0)"} und k := 1.
2. Berechne M* .= M*~'U{x +e¥: x € MF 1},

3. Losche alle x € M*, fiir welche a™x > b, gilt oder fiir welche ein € M*
existiert mit ¢' & > ¢'x und o' T < ax.

4. Gilt k < n, so setze k := k + 1 und gehe zu Schritt 2. Gilt k = n, so
losche alle x € M™, fiir welche ein T € M™ existiert mit ¢'z > ¢'x und
a'Z < by.

Ausgabe: M™
Theorem 5.4. Der Algorithmus 5.1 berechnet die Menge X .
Beweis. Es ist M™ = X zu zeigen.
Sei x € M™. Da z nicht geloscht wurde in Schritt 3 oder Schritt 4 einer Iteration

des Algorithmus, ist keine der Bedingungen des Lemmas 5.2 erfiillt. Somit gilt
x € X. Es folgt also M™ C X.

Sei x € X\M™. Dann existiert eine Indexmenge I C {1,...,n}, so dass = =
> icr € gilt. Weiter existiert ein k € {1,...,n}, so dass

z = E e
iel, i<k

in der k-ten Iteration aus MF geloscht wird. Also ist fiir 2’ mindestens eine
Bedingung aus Lemma 5.2 erfiillt.

Angenommen die erste Bedingung ist erfiillt, d.h. es ist a2’ > b,. Dann folgt
mit u := 2 — 2’ und Lemma 5.3 R(z) = 0.
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Angenommen die zweite Bedingung ist erfiillt, d.h. es existiert ein z € M¥,
welches 2’ dominiert. Sei

i€l i>k
Dann gilt ' +u € {0,1}" und Z + v € {0,1}". Mit Lemma 5.3 folgt nun
R(z) = 0.
Angenommen die dritte Bedingung ist erfiillt. Dann gilt k¥ = n und 2’ = z. Aus
Lemma 5.2 folgt somit R(z) = 0.

R(z) = 0 ist aber ein Widerspruch zu z € X. Also gilt X = M". O
Die Elemente der Menge X = {z!,2?%,..., 2"V} konnen so geordnet werden, dass
clet<e'z? <. . <™z und aTal<a'2? <. <a'ZV (5.8)

gilt. Diese Sortierung kann nun genutzt werden, um die Stabilitdtsbereiche
schneller zu bestimmen.

Theorem 5.5. Sei z € X und sei die Menge X entsprechend (5.8) sortiert.
Weiter seii € {1,..., N} der grofite Index mit ¢c' xz = ¢' x*. Dann gilt

R(Z’) = [Inax{bu; aTx}; bo] falls i =N und
R(z) = [max{bu,aTI};aTx”l) falls i < N ist.

Beweis. Angenommen es ist i = N. Wegen der Sortierung (5.8) bedeutet dies,
dass kein € X existiert mit ¢'z > c¢'x. Mit Formel (5.7) folgt nun R(x) =
[max{b,,a’ xz};b,].

Angenommen es ist ¢ < N. Auf Grund der Definition des Index i gilt dann
c'xt < cTa™*l. Wegen der Sortierung (5.8) bedeutet dies, dass

a2 =min{a'z: "z >c"x}
zeX

ist. AuBerdem gilt a"2"t! < b, wegen z'T! € X. Somit folgt mit Formel (5.7)
R(z) = [max{b,,a'x};a x*1). O

Beispiel 5.1. Seia = (1,2)", ¢ = (1,1)7, by = 1 und b, = 3 (siche Bei-
spiel 2.11). Wir berechnen nun die Menge X mit Hilfe von Algorithmus 5.1.
Dann erhalten wir

M? = {(O’O)T}7
M = {(0,0)",(1,0)"} und
M?* = {0,007,(1,007,0,1)",(1,1)"}.

Kein Punkt wird dabei von einem anderen Punkt dominiert oder ist unzuldssig.
Im letzten Schritt der zweiten Iteration wird der Punkt (0,0)7 geléscht, da
a’(0,0)T <a’(1,0)T < b, und c"(0,0)" < cT(1,0)7 gilt. Also ist

X = {(I,O)Tv (Ov 1)T7 (17 1)T}
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Ordnen wir diese Punkte wie in (5.8), so ist
et = (1,007, 22=(0,1)" wund 2*=(1,1)".

Zur Berechnung der Stabilititsbereiche verwenden wir nun Theorem 5.5. Dann
erhalten wir fir ' und z? den Index i = 2 und fiir x> den Index i = 3. Somit
gilt also

R(z') =[1;3), R(z*) =1[2;3) und R(z®)={3}.
Beispiel 5.2. Sei c = (7,3,2,2,1)", a = (2,1,1,2,3)7, b, = 1 und b, = 5.
Wiederum wollen wir die Menge X mit Hilfe von Algorithmus 5.1 berechnen.
Bezeichne 0 den Nullvektor. Dann gilt

M° = {o},

MY = {anl}a

M?* = {o0,ehe? et +e*} und

M? = {0,e% el el +e? el e? +ed et +ed el e ).

Bei der dritten Iteration des Algorithmus werden die Punkte €3, e? 4+ > und
el +e3 geloscht, da sie von €2, e' bzw. e' + e? dominiert werden. Also erhalten
wir

M3 =1{0,¢e%, et e! +e% e +e? +e3).
Weiter gilt
M* ={0,e% et el +e? et re? 63 et e et et et el Fe? et el et ed et
Aus dieser Menge werden die Punkte e*, e? + e* und e' + e* geldscht, da sie

von e' bzw. e' 4 €% dominiert werden. Der Punkt e' + €2 + €3 + e* wird geloscht
weil er nicht zuldssig ist. Also bleibt

M*=1{0,¢e%, et e! +e% et +e? +e3 el +e? +et).
In der 5. Iteration des Algorithmus erhalten wir nach dem Ldéschen aller domi-
nierten und unzuldssigen Punkte
M® ={0,e% e e +e? et +e? + 3 el +e? et} = MY
Als nichstes wird der Nullvektor geloscht wegen ¢’ 0 < c'e? und a'e? < b,.
Folglich ist -
X ={e? el el +e% et 4 e 4% el +e% 4 et

Hierbei sind die Elemente bereits entsprechend (5.8) geordnet. Mit Theorem 5.5
erhalten wir nun

R(e?) =[1;2), R(e')=1[2;3), R(e'+¢e?) =]3,4),
R(e* +€* +€*) = [4;5] und R(e' +e* +¢*) = {5}.

Offenbar gilt hier R(e' +¢e%+e*) C R(e! + €2 +€3). Dieses Ergebnis stimmt mit
den Aussagen von Theorem 5.1 tiberein wegen

et +e?+ed)=cl (et +e2+e') unda' (e! +e®+ %) <a' (e +e? +et).
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5.3 Die Lésungsmengen

Bekanntlich war die Losungsmenge

U(y) = argmax{c'z: a'x <y, = €{0,1}"}
xT
die Menge aller global optimalen Losungen der unteren Ebene in Abhéngigkeit
von y € Y. Weiter gilt auch

U(y)={r e X: yec R(x)}.

Es gibt sehr viele Methoden, um eine Losung eines 0-1-Knapsack-Problems
zu bestimmen. Die besten Algorithmen haben dabei eine pseudo-polynomiale
Laufzeit. Einen Uberblick iiber vorhandene Losungsmethoden kann man z.B. in
[18, 21] finden. Im Gegensatz zu den meisten Methoden wollen wir nicht nur
eine sondern alle optimalen Losungen berechnen.

Im folgenden gehen wir davon aus, dass die Menge X bereits berechnet wurde.
Sei also X = {x!,2% ..., 2"} gegeben und so geordnet, dass (5.8)

ezt < el a? <...<Z ¢'zV  und  a'z? < a'z? <...< a'zN
gilt.

Theorem 5.6. Sei y € [by;b,]. Sei weiter ig der grifite Index, fiir welchen
y > a'x gilt, und jo der kleinste Index, fiir welchen ¢ 270 = cTz% gilt. Dann
15t

U(y) = {xdo, glo 1 g0},

Beweis. Sei ein Index ¢ gegeben mit jo < i < ig. Dann gilt

T

alzt < y und ¢ 2’0 = el

2t = T gio
wegen der Wahl der Indizes i, jo und wegen der Sortierung der Elemente von
X. Sei 2% € X ein Punkt mit ¢"2? < ¢"2*. Wegen (5.8) gilt dann k > iy. Wegen
der Wahl von iy bedeutet dies aber y < a'z*. Somit gilt
y<minf{a'z: ¢'2' <cTx}
reX

Mit (5.7) folgt nun y € R(z?). Also ist {zdo, o1 . zio} C W(y).

Wir nehmen nun an, die Inklusion {z7°, z7o+1 . z%} D U(y) gilt nicht. Dann
existiert ein ¥ € W(y), so dass entweder k > i oder k < jg ist.

Angenommen es ist k > i9. Wegen der Wahl von ig gilt dann y < a'z¥. Also
ist y ¢ R(z*) und somit z* ¢ ¥(y).

Angenommen es ist k < jo. Wegen der Wahl von jo gilt dann ¢ 2% < ¢z

und a2/ < y. Aus (5.5) folgt somit y ¢ R(z*), d.h. 2% ¢ U(y). Somit ist
U(y) C {ado giotl . glo}. O
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Ist also die Menge X gegeben und so geordnet, dass (5.8) gilt, so kénnen wir
also fiir jedes y € Y die Losungsmenge ¥(y) durch Ermitteln der Indizes i und
jo bestimmen. Dies soll nochmals im folgenden Beispiel demonstriert werden.

Beispiel 5.3. Sei erneut die Aufgabe aus Beispiel 5.1 gegeben, d.h. es sei a =
(1,2)", e=(1,1)7, b, =1 und b, = 3. Dann war X = {x', 22, 23} mit
2t = (1,007, 22=(0,1)" wund 2*=(1,1)".

Sei y = 2. Wir wollen nun Theorem 5.6 anwenden, um ¥(y) zu berechnen.

Wegen

aTx1:1<aTa:2:2:y<aTac3:3

gilt ig = 2. Weiter folgt jo = 1 aus ¢ 2! = c¢"2? = 1. Also ist ¥(y) = {z', 22}.

5.4 Die erweiterten Losungsmengen

In diesem Abschnitt wollen wir die erweiterten Losungsmengen ¥(y) mit y € Y
fiir unser Problem (5.1) bestimmen. Dabei ist

U(y):={re€X: yecR(x)}

(siehe Definition 2.3). Wir benétigen also zuniichst fiir alle z € X eine Formel
fiir die Mengen cl R(z). Mit (5.7) folgt offensichtlich

cl R(z) = |max {bu, aT:U} :min {bo, min {an celr< CTE}H (5.9)
zeX

fiir alle + € X. Sei # € X und sei die Menge X entsprechend (5.8) sortiert.
Weiter sei i € {1,..., N} der groBite Index mit ¢'x = ¢" 2. Dann erhalten wir
mit Theorem 5.5 die folgende alternative Formulierung

cdR(z) = [max{b,,a' x};b,) falls i = N und
clR(z) = [max{by,a z};a’ 2] fallsi < N ist. (5.10)

Desweiteren werden wir folgendes allgemeine Lemma nutzen, welches nicht nur
fiir Aufgabe (5.1), sondern allgemein fiir Problem (2.1) gilt.

Lemma 5.7. Seiy® € Y. Dann gilt x € U(y°) genau dann, wenn fiir alle € > 0
einy €Y mit ||y —y°| < e und x € V(y) existiert.

Beweis. Es ist € U(y°) genau dann, wenn y° € cl R(x) gilt. Dies ist der Fall
genau dann, wenn fiir alle € > 0 ein ein y € Y existiert mit ||y — 3°|| < € und
y € R(z). Aus der Aquivalenz der Aussagen y € R(x) und = € ¥(y) folgt nun
die Behauptung des Lemmas. O

Sei also im folgenden die Menge X = {z!,22,..., 2"} bekannt und entsprechend
(5.8) sortiert. Dann gilt das folgende Theorem.
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Theorem 5.8. Sei y? € Y gegeben. Sei weiter io der grifite Index mit Y0 >
a'z% und jo der kleinste Index mit ¢ 230 = ¢z,

1. Gilt a"x70 < y° oder jo = 1, so ist
U(y") = W(y?) = {afo, 2ot . g0}
2. Gilt a7 =40 und jo > 1, so ist
U(y®) = W(yO)ufako,. .. adot} = {gho . ado . g0},

wobei ko der kleinste Index ist mit ¢ xFo = ¢Tgio—1,

Beweis. Fiir den Beweis des Theorems werden wir Lemma 5.7 verwenden. Wei-
ter gelten im Fall jo > 1 die Ungleichungen c¢'z/0~! < ¢T20 und a'2/0~1 <
a' 270 wegen der Definition von Index jo und wegen 270! € X. AuBerdem gelten
im Fall iy < N die Ungleichungen ¢z < ¢Tzt! und aTz% < 30 < aTgfot!,
Wir zeigen nun die Behauptung des Theorems, indem wir eine Umgebung um
den Punkt 3" konstruieren und die Losungsmengen der in der Umgebung ent-

haltenen Punkte untersuchen.

1. Fall: Sei y° > a2/ oder jo = 1. Sei weiter € > 0 beliebig mit
e <]y’ —aTzd| falls jo>1gilt und e<|a’ 2zt =30 fallsig < N gilt

und sei y € Y beliebig mit |y — y%| < e.
Angenommen es ist y > 3°. Dann ist

y<y'+e<a'z™ fallsipg < N gilt und o'z <y <y.

Aus Theorem 5.6 folgt somit W(y) = ¥(y°).

Angenommen es ist y < 3°. Dann ist a2t > 3% > 3. Wenn also i den
groften Index bezeichnet mit a'z? < y, so gilt i < 4g. Sei j der kleinste Index
mit ¢'2' = ¢"27. Dann gilt also ¥(y) = {27, ..., 2"} wegen Theorem 5.6.
Angenommen es ist jo = 1. Dann ist offenbar jo < j. Somit folgt ¥(y) C ¥(y°).
Angenommen es ist jo > 1. Dann gilt € < |y° — a'27°|. Somit folgt a’z70 <
Y’ —e < gy, dh. esist jo < i < ip. Dies impliziert aber jo < j < iy wegen
¢l =clat =cTalo =cTado. Also gilt U(y) C U(y°).

Falls 4° > a'2’0 oder jo = 1 gelten, erhalten wir also W(y)
{zJo, ..., x%} unter Verwendung von Lemma 5.7.

U(y°) =

T270 und jo > 1. Dann kann € > 0 mit

2. Fall: Sei nun 3 = a
€< \aT:cj" — aij°*1| =y° - aT:ch*I\

und im Fall ig < N mit € < |a"z%t! — 40| beliebig gewihlt werden. Weiter sei
y € Y mit |y — y°| < € beliebig.
Angenommen es ist y > 3°. Dann ist

a'zlo <y <y und y<y'+e<azot fallsig < N gilt.
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Aus Theorem 5.6 folgt somit ¥(y) = ¥(y).
Angenommen es ist y < y°. Dann ist

a'zlot < yo —e<y< yO =aq' g,

Somit folgt ¥ (y) = {z*o, ... ,xjo*l}_wegen der Wahl von ky. Unter Verwendung

von Lemma 5.7 erhalten wir also W(y) = {z*o,... 2%} falls y° = a"27° und
jo > 1 gelten. O

Ist die Menge X gegeben und gemifl (5.8) geordnet, so haben wir mit Theo-
rem 5.8 also ein Berechnungsverfahren fiir die erweiterten Losungsmengen. Die-
ses soll am folgenden kleinen Beispiel demonstriert werden.

Beispiel 5.4. Sei erneut die Aufgabe aus Beispiel 5.1 bzw. Beispiel 5.3 gegeben,
d.h. es seia = (1,2)", ¢ = (1,1)7, b, = 1 und b, = 3. Dann war X =
{2t 22, 23} mit

2t = (1,007, 22=(0,1)" wund 2*=(1,1)".

Sei y = 3. Wir wollen nun Theorem 5.8 anwenden, um ¥(y) zu berechnen.
Wegen

a'zt=1l<a'2?=2<y=a"2°=3
missen wir den zweiten Fall des Theorems anwenden. Offensichtlich gilt hier
ko =1, jo = 3 und iy = 3. Somit ist ¥(y) = {2}, 2%, 23} = X.

5.5 Losungsfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die optimistische und die pessimistische Losungs-
funktion fiir das Problem (5.1) bestimmen. Auflerdem sollen die Mengen O(x)
und P(z) (siehe Definition 2.4) untersucht werden.

Wie wir aus (2.12) und (2.13) wissen, gilt

o(y) = min g(x, und = max g(x,¥y). 5.11
bo(y) mew(y)g( y) op(y) Iew(y)g( y) (5.11)

Bei unserer Problemstellung (5.1) ist dabei g(z,y) = d'z + fy. Im folgenden
sei wiederum die Menge X bekannt und entsprechend (5.8) geordnet. Wenn wir
nun unsere Kenntnisse zur Losungsmenge ¥(y) verwenden, so erhalten wir das
folgende Ergebnis.

Theorem 5.9. Sei y € [by;b,]. Sei weiter ig der grifite Index, fiir welchen
y>a'x gilt, und jo der kleinste Index, fiir welchen ¢’ 270 = cTz% gilt. Dann
15t
bo(y) = min{d z%, dTgiott . d Tz} + fy (5.12)
oply) = max{d' z’°, d"zot .  dTz"} + fy. (5.13)
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Beweis. Der Beweis folgt direkt aus (5.11) und aus Theorem 5.6. O

Wir betrachten nun die Mengen O(z) und P(z). Dies sind die Mengen aller
y € Y, in welchen der Punkt z € X beim optimistischen bzw. pessimistischen
Zugang ausgewahlt werden kann, d.h.

Ox) = {yecR(@): ¢o(y) =g(z,y)} und
Plx) = {yeR(@): ¢p(y) = g(z,9)}-

Im folgenden Theorem wollen wir diese Mengen genauer untersuchen.

Theorem 5.10. Sei ein Punkt T € X gegeben und bezeichne ig den griften

Index mit ¢'Z = ¢'x%. Sei weiter
J, = {zeV(a'z"): d'z<d 7} und
Jy, = {ze¥(a'2z"): d'z>d 7}

1. Gilt J, =0, so ist O(z) = R(Z). Sonst gilt
0(z) = |max{by,a'z}, Hél}'l a’ ) .

2. Gilt J, =10, so ist P(Z) = R(Z). Sonst gilt

P(@) = |max{b,,a 2}, min au) ,
Te p

Beweis. Wir wollen die Aussagen fiir die Menge O(Z) zeigen. Fiir die Menge
P(Z) ist der Beweis analog,.

Zuniichst wollen wir eine Beziehung zeigen zwischen der Menge ¥(a'2%) und
den Mengen ¥(y) mit y € R(Z), welche wir fiir den Beweis benétigen werden.

Auf Grund von Theorem 5.6 ist
W(a gio) = {ado glott  gio},

wobei jo der kleinste Index ist mit ¢ 270 = ¢"z%. Auf Grund der Wahl von io
und jo entspricht dies der Menge aller z € X mit ¢'z = ¢'z. Weiter folgt aus
Z € ¥(y) und Theorem 5.6

U(y) ={zcW(a'z"): o'z <y} firalleyc R(Z). (5.14)
Diese Aussage benutzen wir nun, um die Menge O(Z) zu charakterisieren.

Angenommen es ist J, = (). Dann gilt d'z > d' z fiir alle z € ¥(a' z%). Wegen
U(y) C U(a'z™) fiir alle y € R(Z) (siehe (5.14)) gilt also d'z > d' 7 fiir alle
y € R(Z) und alle z € U(y), d.h. es ist

9(Z,y) = mmin{g(:my) sz € ¥(y)} fiir alle y € R(T).
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Aus (5.11) folgt somit ¢,(y) = g(Z,y) fiir alle y € R(Z). Also ist R(Z) = O(Z).

Angenommen es ist J, # 0. Sei y € O(z). Wegen (5.14) und (5.11) impliziert

dies (a'x >y oder d'z < d'x) fiir alle x € ¥U(a'x%). Somit gilt y < a'z fiir

alle z € J,. Weiter ist y > max{b,,a' Z} wegen y € R(Z) (siche Theorem 5.5

und Definition 2.4). Hieraus folgt nun y € [max{b,,a’ 7}, mi}l a'z). Somit ist
xeJo

O(z) C |max{b,,a'Z}, min aT:I:> .
zeJ,

Sei ein y € Y gegeben mit max{b,,a'z} <y < a'z fiir alle 2 € J,. Dann gilt
offensichtlich y € R(Z) (siehe auch Theorem 5.5). Weiter folgt x ¢ ¥(y) fiir alle
x € J,. Alsoist ¥(y)NJ, = 0. Wegen ¥(y) C ¥(a'z%) folgt somit d'z < d'x
fiir alle x € U(y). Dies impliziert nun ¢,(y) = ¢(Z,y), d.h. y € O(z). Weil
y € R(Z) beliebig gewiihlt wurde, erhalten wir also

O(z) 2 |max{by,a' T}, Hél}l aTa:> ,
d.h. die Behauptung des Theorems gilt. O

Mit Hilfe von Theorem 5.10 kénnen wir nun leicht weitere Erkenntnisse iiber
die Mengen O(z) und P(z) erlangen.

Folgerung 5.11. Sei # € X und seien die Mengen J, und Jp wie in Theo-
rem 5.10 definiert. Dann gilt

1. O(7) = 0 genau dann, wenn ein x € J, mita' x < max{b,,a' T} existiert.
=0

2. P(z) genau dann, wenn ein x € J, mita'z < max{b,,a 'z} ezistiert.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Theorem 5.10. O

Folgerung 5.12. Sei € X und seien der Index iy und die Mengen J, und JIp
wie in Theorem 5.10 definiert.

1. Angenommen es ist O(x) # 0 und J, # 0. Dann gilt
cl O(z) = [max{bu,aTx}, znél}(l, aTa:] .
2. Angenommen es ist P(Z) # 0 und J, # 0. Dann gilt
cl P(z) = {max{bu,a—ra_c}, wneu},lg aTw} .
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Theorem 5.10. O
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Weiterhin kénnen nun auch die Mengen
Lo(x) = locmin{g(z,y): y € clO(z)} und
Y

Ly(z) = locinin{g(a:,y) cy€eclP(x)}

(siehe (2.21), (2.22)) mit Hilfe von Theorem 5.10 berechnet werden. Da g(x,y) =
d"x+ fy ist und die Mengen cl O(z) und cl P(x) abgeschlossene Intervalle sind,
entsprechen die Mengen L, (z) und L,(z) den Lésungsmengen von linearen Op-
timierungsaufgaben mit einer Variablen. Gilt f < 0, so wird hierbei die eindeu-
tige Losung jeweils am rechten Rand des Intervalls angenommen. Ist f > 0, so
entspricht die eindeutige Losung dem linken Randpunkt des Intervalls. Und gilt
f=0,s0ist Lo(x) = clO(z) und Ly(z) = cl P(x).

5.6 Die Mengen \/ﬁo(y) und \/I}p(y)

In diesem Abschnitt werden wir die Mengen W,(y) und \Tlp(y) fiir das Pro-
blem (5.1) untersuchen. Wie in den Abschnitten 2.6, 2.7 und 2.8 ersichtlich ist,
werden diese Mengen fiir die Berechnung der schwachen Losungsfunktionen, fiir
Optimalitidtsbedingungen und fiir die Berechnung von lokal optimalen Losun-
gen benotigt. Die Mengen ¥,(y) und ¥,(y) wurden in Abschnitt 2.6 wie folgt
definiert:

Uo(y) :={zeX: yecdO(x)} (5.15)
U,(y) :={zreX: yecP(z)} (5.16)

Diese Mengen geben an, welche Elemente 2 € X in der Umgebung eines Punktes
y € Y beim optimistischen bzw. pessimistischen Zugang ausgewéhlt werden
konnen.

Sei wiederum im folgenden die Menge X = {«', 22 ..., 2"V} bekannt und ent-
sprechend (5.8) sortiert. Dann gilt folgendes Theorem.

Theorem 5.13. Sei y° € Y gegeben. Sei weiter
T(y0) = {zlo,... a0}

die erweiterte Losungsmenge im Punkt y°, wobei die Elemente entsprechend
(5.8) sortiert sind. Dann definieren wir zundchst folgende Zahlen:

1 . T T 0 2 . T T 0
w,:= min {d'z: a'z< ws:= min {d'x: a' x =
’ zE‘if(yo){ v ¢ ré@(y"){ vl
wzl, = max {d'z: a'z <y’ wf, = max {d'z: a'z=1y"}.
eV (y0) z€W(y%)

Dabei werden die Werte w}, w? auf oo und die Werte wzl,, wf, auf —oo gesetzt,
wenn die entsprechenden zuldssigen Bereiche leer sind.
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1. Gilt wt < w2 und cTalo =Tz, so ist
(I\/O(yo) = {m cev(y):d'z= w(l)} .
Sonst ist
@o(yo) = {Jc S \I/(yo) cdTx = w(; o'z < yo}
{z e V() d'z=w? o'z = y'}.
2. Gilt w) > w? und clalo =cTat, soist
@p(yo) = {x cev(y):d'z= wzl)}
Sonst ist
U,(0°) = {eel@):de=wl, a’z<y’}

{z e Ty :d'x= wg, a'z = yo} .

Beweis. Wir beweisen die Aussagen des Theorems fiir den pessimistischen Fall.

Fiir den optimistischen Fall ist der Beweis analog.

a) Sei w), > w? und clalo = cTaio, Bsist \Il ={zeV@y):dz=w
zu zelgen

T

Sei also z € ¥(y°) mit d'z = w, beliebig. Da wegen c'zl = ¢
%)

U(y') = (

und d'z = w}, folgt weiter d'z > d'x fiir alle z € ¥(y") = ¥(y

°).
impliziert ¢,(y°) = ¢(z,y°). Also gilt y° € P(Z) und somit x € T »(4°
Folglich ist

P

~

U,(y°) 2 {z e V() : dTa= wp}
Angenommen es existiert ein T € (I\Jp(yo) mit

¢ {zel(y’): de:w;}.

T
gilt (siehe Theorem 5.8), ist 7 € ¥(y°). Aus w) > w
D1es

Da U, (y°) C \I/(yo) ist (siehe (2.20)), gilt also w) # d'z. Aus w) > w?

folgt Weiter wp > d'x fiir alle € U(yY). Somlt ex1st1ert ein x € U(y°

mit w = de >d'zund a2z < y°. Weiter ist ¢"x = ¢ Z wegen ¢ zl0

T

\_/

clzo, Wenn wir die Bezeichnungen aus Theorem 5.10 verwenden, so folgt
hieraus x € J,. Folgerung 5.12 und a'r < 3° implizieren somit y° ¢
cl P(z). Dies ist ein Widerspruch zu 7 € ¥, (y°). Folglich ist

\i'p(yo) ={ze U@y’ d'z = wllj}
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b) Sei w) < w2 oder ¢"zlo < cTa'. Es ist

~

\I'p(yo) = {x cU(y°): d'z = wll,7 a'z < yo}
U {zel@y’): d'z = wf,, a'z= y'}

Zu zeigen.

, 2 “:Sei 7 € U(y")\U,(y°). Dann gilt 3° € cl R(Z) und 3° ¢ cl P(Z).
y" € cl R(Z) impliziert a'z < y°. Verwenden wir die Bezeichnungen aus
Theorem 5.10 und Folgerung 5.11, so existiert wegen R(Z) # P(Z) ein
x € Jp mit c'e=c"zund d"2 > d"z. Weiter gilt entweder

P(Z)=0 undsomit a'z=a'z<y" oder

P(z) # 0 aber 4° ¢ cl P(z) und somit a'Z <a'z <P

Dann folgt z € ¥(y°) aus 7 € ¥U(y°), a2 < 3° und ¢'z = "7 (siehe
Theorem 5.8).

Wir unterscheiden nun die Fille o'z < 3° und a "z = ¢°.

1. Fall: Sei a™z < 3°. Dann folgt auch a'z < y°. Mit x € ¥(y°) und
d"z > d'z folgt also wy > d"x > d'z. Somit ist

¢ {zeV(’): dz=uw,

o a'z < yo} .

2. Fall: Sei a'2 = y°. Dann gilt auch o'z = 3°. Mit x € ¥(y°) und
dTz>d'z folgt also wg >d"x > d"Z. Somit ist

¢ {zeP@’): daz= wy, a'z=y"}.

Es folgt somit

~

\Ilp(yo) 2 {1? cU(y):d'x= w}), a'z < yo}

U {:E eV :d'z= wg, a'x = yo}.

, C “:8el e \flp(yo). Dann gilt 7 € ¥(y°) (siehe (2.20)) und entweder
a'z <1y oder a'z = 4.

Sei a'z < y°. Da 3° € cl P(z) aus 7 € \Tlp(yo) folgt, gilt d"x < d' z fiir
alle € W(y%) mit ¢z < y°. Also ist

zef{zeV(@’): dz=uw,

o a'z < yo} .

Sei a'z = 3" Day® € clP(z) aus T € T, (y°) folgt und Tz = c'z ist
fiir alle x € U(y°) mit a'x = ¢, gilt d"2 < d' z fiir alle 2 € ¥(y°) mit
a'z =190 Also ist

T e {a: cev(y): d'z= wg, a'x = yo}.
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Folglich ist

(I}p(yo) c {ze U(y'):d'z = w; a'z < yo}
U {J?E\i/(yo) : dT.T:wg’ aT;C:yO}7
d.h. das Theorem gilt.

O

Beispiel 5.5. Sei erneut die Aufgabe aus den Beispielen 5.1, 5.3 und 5.4 gege-
ben, d.h. es seia = (1,2)7, c = (1, 1)—[, b, = 1 und b, = 3. Auflerdem set nun
d=(1,-1)" und f = —1. Dann war X = {z', 22, 23} mit

2t = (1,007, 22=(0,1)" wund 2*=(1,1)".

Sei y = 3. In Beispiel 5.4 hatten wir fir diesen Punkt

U(y) = {z',2%,2°} = X

berechnet. Wir wollen nun U,(y) und \T!p(y) ermitteln mit Hilfe von Theo-
rem 5.13. Hierzu berechnen wir zundchst die Werte

w, =—1, w, =0, w;:1 und wf,:o.

Wegen ¢Ta! < ¢ 2 erhalten wir nun
U, (3) = {22,2°} und \Tlp(3) = {z!, 2}

Sei y = 2. Dann folgt V(y) = {x', 2%} aus Theorem 5.8. Weiter gilt

1

wl=w!=1 und w?=w?=-1.

o j4 p
Unter Verwendung von Theorem 5.13 erhalten wir nun
U,(2) = {z", 2%} und V,(2) = {z'}.

Diese Ergebnisse konnen wir durch die Berechnung der Mengen O(z) und P(x)
fiir alle x € X nochmals iberprifen. Mit Theorem 5.10 erhalten wir

O@x') =[1;2), O(2*) =[23), O(=°) = {3}

und
P(z') =[1;3), P(z*)=0, P(z*)={3}.

Wenn wir nun die Abschlieffungen zu diesen Mengen und die Definitionen (5.15)
und (5.16) betrachten, so erhalten wir ebenfalls die Mengen V,(y) und V,(y)
firy =3 und y = 2.
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Da wir nun die Mengen \flo(y) und \Tlp(y) berechnen kénnen, ist es auch moglich
die Funktionswerte fiir die schwachen Losungsfunktionen zu ermitteln. Auf
Grund von Theorem 2.6 gilt

¢o(y) = min d'z+ fy und ¢p(y) = min d'z+ fy. (5.17)
TEW,(y) €W, (y)

Wir koénnen also nun alle Mengen und Funktionswerte berechnen, welche wir
zum Priifen von lokaler Optimalitidt benttigen (siche Abschnitt 2.7). Auch die
Berechnung von schwach lokal optimistischen und pessimistischen Losungen ist
selbstverstandlich nun moglich (siehe Abschnitt 2.8).

Um die Kardinalitdt der verwendeten Mengen so klein wie moglich zu halten
und um weitere Betrachtungen so einfach wie moglich zu gestalten, werden
wir jedoch optimistische und pessimistische Auswahlfunktionen fiir die weiteren
Ausfithrungen verwenden.

5.7 Optimistische und pessimistische Auswahl-
funktionen

Optimistische und pessimistische Auswahlfunktionen sind spezielle Auswahl-
funktionen, welche wir bereits im Abschnitt 3.4 betrachtet haben.

Dabei ist eine Funktion o, : Y — X eine optimistische Auswahlfunktion, falls

oo(y) €V(y) und  ¢.(y) = g(oo(y),y) (5.18)

fiir alle y € Y gilt (siehe Definition 3.1 und Definition 3.4). Analog hierzu heifit
eine Funktion o, : Y — X pessimistische Auswahlfunktion, falls

op(y) € ¥(y) und  ¢u(y) = 9(op(y), ) (5.19)

fiir alle y € Y gilt (siehe Definition 3.1 und Definition 3.5). Mit &, wird dabei die
Mengen aller optimistischen Auswahlfunktionen und mit &, wird die Mengen
aller pessimistischen Auswahlfunktionen bezeichnet.

Fiir die Angabe von einer optimistischen und einer pessimistischen Auswahl-
funktion berechnen wir ausgehend von der Menge X = {z!,..., 2"} zunichst
zwei Mengen X, und X'p. Die Berechnung der Mengen X, und Xp erfolgt durch
die folgenden beiden Algorithmen. Dabei sei die Menge X wiederum so sortiert,
dass

et <e'z?<... <’z und a2zt <aT2?<...<a'2V
gilt.
Algorithmus 5.2. (Berechnung von X,)

FEingabe: X, a, c, d
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Lésche alle Elemente z* € X, fiir welche ein j € {1,..., N} existiert mit c'x* =
c'2?, aTz? <a'z' und entweder d' 7 < d' z* oder j < 1, dTxd < dTat.

Lésche alle Elemente x* € X, fiir welche ein j > i existiert mit a'z7 < b,,.
Ausgabe: X,

Algorithmus 5.3. (Berechnung von X))

Eingabe: X, a, ¢, d

Losche alle Elemente x* € X, fiir welche ein j € {1,..., N} existiert mit c¢' z* =
cTacJ, a’2? < a'at und entweder d' 7 > dT 2 oder j < 1, dTad > dT 2.

Lische alle Elemente x* € X, fiir welche ein j > i existiert mit a 'z < b,,.
Ausgabe: X,
Wir berechnen in den beiden Algorithmen zwei Teilmengen X, bzw. Xp von
der Menge X. Dabei werden alle Punkte z € X gel6scht, fiir welche ein Punkt
T € X existiert mit R(z) C R(Z) und

9(z,y) < g(z,y) bzw. g(@,y) > g(z,y) firalley € R(z).

Gilt R(z) = R(Z) und ¢(Z,y) = g(x,y) fiir alle y € R(x), so werden nicht beide
Punkte gel6scht.

Es stellt sich also nun die Frage, welche Eigenschaften diese Mengen besitzen.
Um dies zu untersuchen sei die Menge X, = {x!,...,2°} so geordnet, dass
clat < e a? <...<Z c'zNe und a'a! < a' z? <...< alzNe (5.20)
gilt. Auch die Menge X, = {z,...,2"?} sei so geordnet, dass
<< <" und @"F' <a'F<...<a'Z (5.21)
gilt. Dann erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 5.14. 1. Sei die Menge X, = {z',..., 2N} entsprechend (5.20)
sortiert. Dann ist

a'zt <b, < a'z? < ... <azNe.
Weiter gilt d"x* > d"x7 fiir alle Indizes i < j mit ¢'x* = c¢Tad.
2. Sei die Menge X, = {z*,...,2Nr} entsprechend (5.21) sortiert. Dann ist

a'zt < b, < a2 < ... <a 7.

Weiter gilt d"z* < d' 27 fiir alle Indizes i < j mit ¢' 3" = ¢ 27.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptungen fiir die Menge X,. Fiir die Menge X,
ist der Beweis analog. Die Aussage a'2! < b, < a'2? folgt direkt aus dem
Algorithmus.

Angenommen es existieren zwei Indizes ¢ < j mit 2,27 € X, und a'2? = a'27.

Dann gilt ¢'2’ = ¢"27, da sonst einer der Punkte den anderen dominieren
wiirde (sieche Lemma 5.2). Weiter ist entweder d'2? < d" 27 oder d"2* > d'27.
Dann 16scht Algorithmus 5.2 im ersten Fall den Punkt 27 und im zweiten Fall
den Punkt 2%, d.h. wenn a2’ = o' 27 gilt, so kénnen nicht beide Punkte zur
Menge X, gehoren. Also ist a'z? < a2 fiir alle Indizes i > j.

Angenommen es existieren zwei Indizes i < j mit ¢'2’ = ¢'27 und d' 2’ <
d"x7. Dann gilt a2' < a2/ wegen i < j. Somit 16scht Algorithmus 5.2 den
Punkt z7. Also gilt d"z* > d'27 fiir alle Punkte 2%, 27 € X, mit i < j und
clal =clal. O

Mit Hilfe der Mengen X, und X, kénnen wir nun optimistische und pessimisti-
sche Auswahlfunktionen berechnen.

Theorem 5.15. 1. Sei X, = {z',... 2™} gemdfs (5.20) sortiert. Dann ist
die Funktion o, :Y — X mit
oo(y) == ' fiir alley €Y
eine optimistische Auswahlfunktion. Dabei bezeichne i den grifiten Index
mit o'zt < y.

2. Sei X, = {x',...,2N0} gemdp (5.21) sortiert. Dann ist die Funktion
op: Y — X mit _
opy) :==1x' fir alley €Y

eine pessimistische Auswahlfunktion. Dabei bezeichne i den grofiten Index
mit a' T < 9.

Beweis. Wir zeigen die Giiltigkeit von (5.19) fiir die pessimistische Auswahl-
funktion. Fiir die optimistische Auswahlfunktion ist der Beweis analog.

Als erstes zeigen wir, dass o), : Y — X eine Auswahlfunktion ist. Angenommen
dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein y € Y und ein 2 = 0, (y) mit = ¢ ¥(y).
Da a 'z <y gilt, existiert also ein Element Z € X mit o'z <yund ¢'Z > ¢'x.
Wegen z,7 € X und (5.8) muss somit a'x < a'Z < y sein. Auf Grund der
Wahl von o,(y) folgt nun Z ¢ X,,. Der Punkt # wurde also in Algorithmus 5.3
geldscht. Somit existiert ein Punkt 2’ € X, mit

c'r=c'z>c'z und a'2' <a'Z.

Wegen z/,x € X, und (5.8) gilt nun ¢'2 < a'2’ < a'Z < y. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von z = 0,(y). Somit ist € U(y), d.h. 0, : Y — X ist
eine Auswahlfunktion.
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Angenommen es existiert ein y € Y und ein z = 0, (y) mit ¢,(y) # g(z,y). Dann
existiert ein 7 € ¥(y) mit ¢,(y) = g(Z,y) > g(z,y), dh. d"z > d"z. Weiter
folgt ¢'x = ¢z aus 2,2 € X. Da der Punkt z in Algorithmus 5.3 nicht geléscht
wurde, muss also @'z < a'Z < y sein. Auf Grund der Wahl von = = op(y) gilt
somit T ¢ )_(p. Da der Punkt z im Algorithmus 5.3 geldscht wurde, existiert ein
Punkt 2’ € X mit

c'e'=c"z=c"2, a'd’<a'z2<y und d'2'>d'z>d z.

T T

Aus z,2’ € X, und Lemma 5.14 folgt nun a'z < a'2’ < y. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von « = 0, (y). Somit ist o, : ¥ — X eine pessimistische
Auswahlfunktion. O

Aus der Definition der Funktionen o, : Y — X bzw. o), : ¥ — X und mit Hilfe
von Lemma 5.14 konnen wir nun leicht die Mengen

So,() ={yeY:z=0,(y)} und S, (z)={yeY: xz=o0,y)}
fiir alle x € X bestimmen. Es gilt das folgende Theorem.

Theorem 5.16. 1. Sei 2' € X, und sei X, = {z*,...,2N°} gemaf (5.20)
sortiert. Dann gilt

S, () = [max{b,,a"2'},a"z") firi< N,
7o\ ) = [max{b,,a’ 2}, b,] fiir i = N,.

Fiir alle x ¢ X, gilt S, (z) = 0.
2. Seiz' € X, und sei X, = {zt,..., 2N} gemdp (5.21) sortiert. Dann gilt

S, (7)) = max{b,,a’z'},aTZ*Y)  firi < N,
»\ )= [max{by,a Tz}, b, fiir i = Np.

Fir alle x ¢ X, gilt S, (z) = 0.
Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Theorem 5.15. O

Wir kénnen nun die Mengen S, (x) und S,, () verwenden, um die Mengen

~

U, (y)={rcX:yeccS, ()} und \/I}Up(y) ={zeX:yedS,, (2)}
zu bestimmen. Dies kénnen wir anhand der folgenden Skizze verdeutlichen.

1 Il 1 ]
T - T - T 1
a'x al it al ™o

bu Soo(2") 8o, () bo

Die Mengen S, (x) bzw. S, (x) sind fiir alle 2 € X, bzw. 2 € X, also disjunkte
Intervalle. Wir erhalten somit das folgende Theorem.
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Theorem 5.17. 1. Sei X, = {z!,... 2N} gemdp (5.20) sortiert und sei
y €Y. Sei weiter i der grofite Index mit a"x* < y. Dann gilt

T, (y) = {2} fiiri=1 odera'a' <y
7o \Y) = {71 2"} firi>1unda'2' =y.

2. Sei X, = {zt,..., 2N} gemdp (5.21) sortiert und seiy € Y. Sei weiter i
der grifte Index mit a'z° < y. Dann gilt

T (y) = {z'} firi=1 oder a' ¥ <y
oY) = {#=Y 3} firi>1unda'z =y.
Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Theorem 5.16. O

Mit Hilfe von Theorem 5.16 kénnen wir auflerdem noch die Mengen
L, (z) = locmin{g(z,y): y€clS, ()} und
y

Lo, ()

locmin{g(z,y) : y € cl Sy, (x)}
y

berechnen. Da g(z,y) = d'z + fy ist und die Mengen ¢l S, (z) und clS,, ()
abgeschlossene Intervalle sind, entsprechen die Mengen L, (7) und Lo, (7) den
Losungsmengen von linearen Optimierungsaufgaben mit einer Variablen. Gilt
f < 0, so wird hierbei die eindeutige Losung jeweils am rechten Rand des
Intervalls angenommen. Ist f > 0, so entspricht die eindeutige Losung dem
linken Randpunkt des Intervalls. Und gilt f = 0, so ist L, (z) = ¢l S5, (x) und
Lo, () = clS,,(x). Es gilt somit das folgende Theorem.

Theorem 5.18. Sei X, = {z',..., 2N} gemdp (5.20) sortiert. Dann gilt
1. falls f > 0 ist Ly, (2%) = {max{b,,a z'}},
2. falls f =0 ist

_ T i, o T itl o
Lao(ﬂﬁl):{ [max{b,,a'z'};a’ 2" firi < N,

[max{b,,a’ z'};b,] firi = N,
und
3. falls f <0 ist
i [ AaT2Y fiiri < N,
Lo, (@) = { {bo} fiiri = N,
fiir alle * € X,.

Fiir die pessimistische Auswahlfunktion oy, 1 Y — X werden die Mengen L, (x?)
analog fir alle T € X,, berechnet.
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5.8 Optimalitidtsbedingungen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Optimalitdtsbedingungen fiir das Pro-
blem (5.1) beschiftigen. Wir wollen insbesondere die Menge aller (schwach) lokal
optimistischen bzw. pessimistischen Losungen bestimmen. Hierfiir werden wir
die optimistische bzw. die pessimistische Auswahlfunktion aus Theorem 5.15
verwenden, denn es gilt

b0, (Y) = do(y) = 9(00(y),y) und ¢, (y) = dp(y) = 9(o,(y), )
fiir alle y € Y (siche (3.10) und (3.11)). Weiter ist
b0, (y) = do(y)  und o, (y) = Gp(y)
fiir alle y € Y (siehe (3.12) und (3.13)). Aus Theorem 3.3 folgt somit

Po(y) = min d'z+fy und ¢y(y)= min d'az+fy  (522)
z€V,, (y) 2€¥o, (y)

fiir alle y € Y. Verwenden wir nun Theorem 5.17 und die Bezeichnungen aus
diesem Theorem, so erhalten wir fiir alle y € Y

- [ dT2+ fy firi=1odera'2z’ <y

doly) = { min{d z*~1,d 2"} + fy fiiri>1und a2z’ =y (5.23)
beziehungsweise

- [ dTF+ fy firi=1odera'z' <y

op(y) = { min{d "z d"3} + fy fiiri>1und a7 =y. (5.24)

In den weiteren Betrachtungen werden wir die Félle f > 0, f < O und f =0
unterscheiden.

5.8.1 Der Fall f >0

Zunéchst untersuchen wir die Menge aller schwach lokal optimistischen bzw.
pessimistischen Losungen. Es gilt das folgende Theorem.

Theorem 5.19. Sei f > 0.

1. Sei X, = {z*,..., 2N} nach (5.20) sortiert. Dann gilt

locmin{¢,(y): y€ Y} ={b,}U{a"2': 2<i<N,, d'z' <d z'1}.

2. Sei X, = {zt,..., 2N} nach (5.21) sortiert. Dann gilt

locmin{¢,(y): y€Y}={b,}U{a’2": 2<i< N, d'z' <d z" '}
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den optimistischen Fall. Fiir den pes-
simistischen Fall ist der Beweis analog. Wegen ¢,(y) = ¢, (y) fir alle y € Y
konnen wir Theorem 3.5 fiir den Beweis verwenden.

Sei 4° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann existiert ein z' € X, mit 2 € U, (3°)
und é,(y°) = g(2%,4°). Fiir dieses z° gilt y° € L,, (z*). Aus Theorem 5.18 folgt
also 4 = max{b,,a’z'}. Wegen Lemma 5.14 gilt dann y° = b, fiir i = 1
und y? = a'a' fir i > 1. Angenommen es ist y = a2’ fiir 4 > 1. Dann ist
U, (y°) = {z'~1, 2%} (siche Theorem 5.17). Wegen ¢,(y°) = g(z*,y°) muss also
d"x'~1 > d" 2’ sein. Gleichheit kann dabei allerdings nicht gelten, da a'x? >
max{b,,a’ 271} und somit y° ¢ L, (x'~1) ist. Es folgt also

locmin{¢,(y): y € Y} C {b,}U{a"2': 2<i<N,, d'z' <d 21}

Angenommen es ist = b,. Dann ist T, (y°) = {z'} und ° € L,, (z}). Also
folgt ° € locmin{¢,(y) : y € Y} wegen Theorem 3.5.

Angenommen es ist y° = a'z’ und d' 27! > dT2 fiir ein i € {2,...,N,}.
Dann gilt Wo,(y") = {2'~", 2"}, Weiter gilt ¢o(y°) = g(a',3°) < g(a'"*,y")

und y° € L,, (2%). Aus Theorem 3.5 folgt somit y° € locmin{¢,(y) : y € Y}.
Also gilt die Behauptung des Theorems. O

Mit Hilfe von Theorem 5.19 und Folgerung 3.7 kénnen wir nun alle lokal opti-
mistischen bzw. pessimistischen Losungen berechnen.

Theorem 5.20. Sei f > 0. Dann gilt

locmin{d,(y): y €Y} = locmin{p,(y): y €Y} und
locmin{¢,(y): y €Y} = locmin{¢,(y): y € Y}.

Beweis. Die Inklusion locmin{¢,(y) : y € Y} 2 locmin{,(y) : y € Y} folgt
aus Lemma 2.7. Sei nun y° eine schwach lokal optimistische Losung. Sei weiter
X, = {zt,...,2N°} nach (5.20) sortiert. Laut Theorem 5.19 gilt dann y° = b,
oder y° = a2’ mit d" 2! > d"a’ fiir ein i € {2,...,N,}. Gilt y° = b,, so
ist 75(y°) = ! und Ty, (4°) = {2'} und somit Po(y°) = do(y’) = g(z",4°).
Gilt y° = a2’ mit d" 2"~ > d 2’ fiir ein i € {2,..., N,}, so ist o,(y°) = .
Hieraus folgt nun ¢,(y°) = g(2%,y°) = ¢,(y°). Mit Folgerung 3.7 erhalten wir
also y° € locmin{¢,(y): y € Y}.

Der Beweis fiir den pessimistischen Fall ist analog. O

5.8.2 Der Fall f <0

Wiederum untersuchen wir zuerst die Menge aller schwach lokal optimistischen
bzw. pessimistischen Losungen. Es gilt das folgende Theorem.

Theorem 5.21. Sei f < 0.
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1. Sei X, = {z',..., 2N} nach (5.20) sortiert. Dann gilt

locmin{@,(y) : y € Y} = {bo} UfaTa™: i < No, dTa’ <dTa™t}.
2. Sei X, = {z',..., 20} nach (5.21) sortiert. Dann gilt

locmin{¢,(y) : y €Y} ={bo} U{a 2" : i <Ny, d'2" <d'z'"'}.

Beweis. Wegen ¢,(y) = ¢, (y) fiir alle y € Y kénnen wir Theorem 3.5 fiir den
Beweis verwenden.

Sei y° € locmin{¢,(y) : y € Y}. Dann existiert ein 2! € X, mit 2% € \f'gu (y°)
und ¢,(y°) = g(z*,y°). Fiir dieses 2! gilt y° € L, (z"). Aus Theorem 5.18 folgt
also y° = a2t fir i < N, und/\yO = b, sonst. Angenommen es ist 3y =
a'zt < b, fir i < N,. Dann ist ¥, (y°) = {2°, 2"} (siehe Theorem 5.17).
Wegen é,(y°) = g(x%,4°) muss also d"2+t! > d T2’ sein. Gleichheit kann dabei
allerdings nicht gelten, da sonst y° ¢ L, (z'*1) wegen a2+ < b, ist. Es folgt
also

locmin{e,(y): y €Y} C {b}U{a 2™ : i< N, d'z' <d zF}.

Angenommen es ist 4° = b,. Dann ist ¥, (y°) = {z} und 3° € L, (™)
falls aTaNo < b, ist. Gilt aTaNe = by, so ist U, (y°) = {, 2N~ 2N} und
Y0 € L, (aN°) = Ly, (zNo1). Also folgt 3° € locmin{¢,(y) : y € Y} wegen
Theorem 3.5.

Angenommen es ist y° = a2 < b, und d' 2" > dTa’ fiir ein i < N,.
Dann gilt ¥, (y°) = {z%, 21}, Weiter gilt ¢,(y°) = g(z%,4°) < g(z*+1,40)
und y° € L, (2%). Aus Theorem 3.5 folgt somit y° € locmin{d,(y) : y € Y}.
Also gilt die Behauptung des Theorems. Der Beweis fiir den pessimistischen Fall
ist analog. O

Mit Hilfe von Theorem 5.21 und Folgerung 3.7 kénnen wir nun alle lokal opti-
mistischen bzw. pessimistischen Losungen berechnen.
Theorem 5.22. Sei f < 0. Dann gilt
locmin{¢,(y): y €Y} = {bo} falls ¢o(bo) = ¢o(b,) ist und
locmin{¢,(y): y €Y} {bo}  falls ¢,(b,) = ¢p(bo) ist.

Sind die Bedingungen nicht erfillt, so sind die jeweiligen Mengen leer.

Beweis. Zur Menge locmin{¢,(y) : y € Y} gehoren laut Folgerung 3.7 alle
Punkte y° € locmin{¢,(y) : vy € Y} mit ¢o(y°) = ¢o(y°). Sei 3° = aT2**! mit
d"z? < dTz't! fiir ein i < N,. Dann ist 0,(y°) = 2'*! und somit

$o(y”) = g(z™,4°) > g(a’,4°) = do(y”),

d.h. es gilt y° ¢ locmin{¢,(y) : y € Y}. Hieraus folgt die Behauptung des
Theorems. Der Beweis fiir den pessimistischen Fall ist analog. O
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5.8.3 Der Fall f =0

Bei dem Fall f = 0 ist es sinnvoll zu fragen, welcher Punkt keine (schwach) lokal
optimistische bzw. pessimistische Losung ist.

Theorem 5.23. Sei f = 0. Dann ist
locmin{¢,(y) : y € Y} =Y = loemin{¢,(y) : y € Y}.

Weiter seien X, = {zt,...,2N°} baw. X, = {&',..., 2} nach (5.20) bzw.
(5.21) sortiert. Dann gilt

locmin{¢,(y): y €Y} = Y\{a'z': 2" € X,, i>1,d 2" <d 2"}

locmin{¢,(y): y €Y} = Y\{a'z': '€ X,, i>1,d 77" <d'z'}.
Beweis. Wir zeigen die Behauptung des Theorems wiederum nur fiir den opti-
mistischen Fall. Fiir den pessimistischen Fall ist der Beweis analog.

Sei y € Y. Dann gilt offenbar y € L, () fiir alle z € T(y). Somit ist ¥ =
locmin{¢,(y) : y € Y}.

Folglich gilt y ¢ locmin{¢,(y) : y € Y} genau dann, wenn ¢,(y) # ¢o(y)
ist (siehe Folgerung 3.7). Sei 0,(y) = z'. Dann ist dies genau dann der Fall,
wenn i > 1,y =a' 2’ und d"2'~! < d"z? gilt. Somit gilt die Behauptung des
Theorems. O

Beispiel 5.6. Sei a = (1,2)T, e=(,1)", b, =1,b,=3,d=(1,-1)T und
f=—1. Dann ist X = {e', e, e +€} (siche Beispiel 5.1). Wir verwenden nun
die Algorithmen 5.2 und 5.8 zur Berechnung der Mengen X, und X,. Offenbar
gilt - -

X, ={e,e* et +e*} und X, ={e' e +e*}.
Unter Verwendung von Theorem 5.21 erhalten wir nun

locmin{d,(y) : y € Y} =locmin{e,(y) : y € Y} = {3}.

Weiter gilt ¢o(3) = —4 < ¢o(3) = —3 und ¢,(3) = =3 = ¢,(3). Aus Theo-
rem 5.22 folgt somit

locmin{¢,(y) : y €Y} =0 wund loecmin{¢,(y): ye€ Y} ={3}.

Angenommen es gilt b, = 3.5 und d = (1,1)T. Alle anderen Daten seien un-
verdndert. Dann gilt wiederum X = {e', e?,e! + €2}. Nun ist aber

X, =X, = {e,e' +e*}.
Weiter gilt

locmin{¢,(y) : y € Y} =locmin{¢,(y) : y € Y} = {3.5}.
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Jede globale optimistische bzw. pessimistische Losung muss offenbar auch eine
lokale optimistische bzw. pessimistische Losung sein. Es gilt jedoch

$0(2.9) = ,(2.9) = —1.9 < $5(3.5) = ¢,(3.5) = —1.5.

Somit existiert weder eine globale optimistische noch eine globale pessimistische
Lésunyg.

5.9 Global optimale Lésungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Berechnung von globalen optimisti-
schen und globalen pessimistischen Losungen beschiftigen, d.h. wir wollen die
Mengen

argmin{¢,(y) : y €Y} und argmin{¢,(y): y€Y}
y y

ermitteln. Weiter werden wir die Optimalwerte der Losungsfunktionen
o) = myin{tbo(y) cy€eY}r und ¢ = myin{¢p(y) cyeY}

bestimmen. Wie wir bereits im Beispiel 5.6 gezeigt haben, miissen weder globale
optimistische noch globale pessimistische Losungen existieren. Ist dies der Fall,
so werden wir uns mit e-optimalen Losungen beschéftigen. Fiir diese Betrach-
tungen unterscheiden wir erneut die Falle f > 0, f <0 und f = 0.

5.9.1 Der Fall f >0

Seien die Mengen X, = {z!,...,z¥°} und X, = {z*,..., 2%} nach (5.20) und
(5.21) sortiert. Dann wissen wir aus Theorem 5.19 und Theorem 5.20, dass

locmin{¢,(y): y €Y} = locmin{¢p,(y): y € Y}
= {bU{a"z": 2<i<N,, d'z'<d 27"}
und
locmin{¢,(y): y €Y} = locmin{¢,(y): y €Y}
= {bU{a"7": 2<i<N,, d'z <d "}
gilt. Unter Verwendung von Folgerung 3.13 und Lemma 3.14 erhalten wir somit
das folgende Theorem (siehe auch Theoreme 5 und 6 in [9]).

Theorem 5.24. Sei X, = {z%,..., 2V} baw. X, = {&',..., 2™} nach (5.20)
bzw. (5.21) sortiert. Dann gilt

¢ = min{d 2’ + fmax{b,,a 2’} : i=1,...,N,} und
¢5 = min{d' 2 + fmax{b,,a’'2'}: i=1,...,Np}.

84



Weiter entspricht die Menge
{max{bu,aTxi} :1<i<N,, d"z' + fmax{b,,a z'} = (b:}
der Menge aller globalen optimististischen Lisungen und die Menge
{max{bu,aTa’:i} 1 <i< N, A"z + fmax{bu,aTji} = ¢;}

entspricht der Menge aller globalen pessimistischen Losungen.

Beweis. Wir zeigen die Aussagen des Theorems fiir den optimistischen Fall. Fiir
den pessimistischen Fall ist der Beweis analog.

Da die Funktion ¢, : ¥ — R unterhalbstetig und die Menge Y nichtleer und
kompakt ist, existiert ein y € Y mit ¢,(y) = ¢%. Somit gilt y € locmin, {¢,(y) :
y € Y}. Mit Theorem 5.20 und Folgerung 2.12 erhalten wir nun ¢,(y) = ¢, (y)-
Dann impliziert Folgerung 3.13 y € argmin, {¢,(y) : y € Y}, d.h. es existiert
eine globale optimistische Losung.

Sei nun 3° € argmin, {¢,(y) : y € Y} beliebig, d.h. es sei ¢} = $o(y°). Dann
ist 0 € locming{¢,(y) : y € Y}. Wegen Theorem 5.19 existiert also ein Index
i >1mit y® = a2 und d"2! > dT 2%, d.h. ¢,(y°) = do(y°) = dT 2t + fy°
oder es gilt y° = b, und somit ¢,(y°) = ¢o(y°) = d' ' + fy°. Also ist ¢,(y") =
d'z + fmax{b,,a’ 2’} und y° = max{b,,a’ 2’} fiir einen Index i (siche auch
Lemma 5.14). Hieraus folgt nun

¢ = ¢o(y°) > min{d " 2" + fmax{by,a'2'}: i=1,...,N,}
und
y° € {max{b,,a'2'}: 1 <i< N, d'z" + fmax{b,,a 2’} = ¢}}.

Umgekehrt, sei i ein beliebiger Index und sei y° = max{b,,a'z'}. Dann ist
U, (y°) = {z'} fir i = 1 und ¥, (y°) = {z"~1, 2%} fiir i > 1. Somit gilt

#F < do(y°) < d"a' + fmax{b,,a’ x'}.

Ist also ¢ = d'2' + fmax{b,,a’ 2}, so ist ¢ = ¢,(y°) und somit y° €
argmin{¢d,(y) : y € Y}. AuBlerdem war der Index i beliebig gewihlt. Somit
folgt

¢F <min{d' 2’ + fmax{b,,a' z'}: i=1,...,N,}.

Es gelten also die Behauptungen des Theorems. O
5.9.2 Der Fall f <0

Seien die Mengen X, = {z!,...,#¥°} und X, = {z*,..., 2%} nach (5.20) und
(5.21) sortiert. Dann wissen wir aus Theorem 5.21, dass

locmin{¢,(y): y €Y} ={b,}U{a"z"™ : i< N,, d"z' < d 2"}
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und
locmin{g,(y) : y € Y} = {bo} U{a 2 : i < N,, d"2' < d'z*1}
gilt. Somit erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 5.25. Sei X, = {z},...,2N°} baw. X, = {&',..., 2™} nach (5.20)
bzw. (5.21) sortiert. Dann gilt

¢ = min{d" =™ 4 fb,, 121}51 (d"x' + fa' 2"}

* AT =N, T i T ~it1
¢, = min{d ' 7 + fb,, 'LIEJI\I%,(d '+ fa' 2 H)

Beweis. Wir zeigen die Aussagen des Theorems fiir den optimistischen Fall. Fiir
den pessimistischen Fall ist der Beweis analog.

Auf Grund von Lemma 3.14 gilt ¢% = ¢;. Zusammen mit 2> € ¥, (b,) folgt
somit ~ -

sz = d)z < ¢o(bo) < dTl'No + fbo~
Weiter gilt ¢ € U, (aT2t!) fiir alle Indizes i < N, und somit

of = (52 < éo(aTxi“) <dTzi+ faTIz’-‘rl_

o

Demzufolge ist

¢r < min{d" zN° 4 fb,, m}\l]l (d"z' + fa 2T},
1<No

Da die Funktion ¢, : ¥ — R unterhalbstetig und die Menge Y nichtleer und
kompakt ist, existiert ein y° € Y mit ¢,(y°) = ¢7. Dieser Punkt y° ist wegen
(3.14) und Lemma 2.7 auch eine schwach lokal optimistische Losung. Wegen
Theorem 5.21 ist also entweder y° = b, mit a'2™¥° < by und somit ¢,(y°) =
d"xNe + fb, oder es existiert ein Index i < N, mit y° = aT2'*! und d"2* <
dTz*! und somit ¢,(y°) = d"z' + faTz*+!. Hieraus folgt nun

¢F = min{d" =N + fb,, m}\? (d"z' + faT 2™}
1<No

Weiter gilt

locmin{¢,(y): y €Y} = {b,} falls ¢o(b,) = ¢o(b,) ist und
locmin{¢,(y): y €Y} {bo}  falls ¢,(by) = ¢p(bo) ist.

Sind die Bedingungen nicht erfiillt, so sind die jeweiligen Mengen leer (Theo-
rem 5.22). Da jeder global optimale Punkt auch lokal optimal ist, kann somit
nur y° = b, eine globale optimistische bzw. pessimistische Losung sein. Wir
miissen also iiberpriifen, ob der Punkt b, die Bedingungen von Folgerung 3.13
erfiillt. Wir erhalten somit das folgende Theorem.

86



Theorem 5.26. Sei X, = {z!,..., 2V} baw. X, = {&,..., 2™} nach (5.20)
bzw. (5.21) sortiert. Dann ist

1. argmin{¢,(y) : y € Y} = {b,} falls d"x™o + fb, < d"2' + faTz*+! fiir
alle Indizes i < N, gilt.

2. argmin{¢,(y) : y € Y} = {b,} falls d"zNe + fb, < d"z' + fa 2+ fiir
alle Indizes © < Ny, gilt.

Sind die Bedingungen nicht erfillt, so sind die jeweiligen Mengen leer.
Beweis. Wiederum zeigen wir die Aussagen des Theorems nur fiir den optimi-

stischen Fall. Fiir den pessimistischen Fall ist der Beweis analog.

Der Punkt b, ist die einzige mogliche globale optimistische Lésung wegen Theo-
rem 5.22. Ist also b, nicht global optimal, so ist die Menge argmin{¢,(y) :
y € Y} leer. Unter welchen Bedingungen ist also b, eine globale optimistische
Losung? Auf Grund von Folgerung 3.13 ist b, eine globale optimistische Lsung
genau dann, wenn ¢% = ¢,(b,) = ¢o(b,) gilt.

Sei also ¢ = ¢ (bo) = ¢o(bs). Wegen Theorem 5.25 und ¢,(b,) = d " z™Ne + fb,
gilt dann

bo(bo) = d" 2o + fb, = min{d" z™N° + fb,, min (d"x' + fa'2')}
1<No

und somit d'z™Ne + fb, < d"x' + fa'x'! fiir alle Indizes i < N,.

Umgekehrt, sei d'2™Ne 4 fb, < d' 2 + fa2**! fiir alle Indizes i < N,. Wegen
Theorem 5.25 und ¢,(b,) = d ' 2™e + fb, gilt dann

¢Z = ¢o(bo) = dT-TNO + fbo~

Wegen 5 < do(bo) < do(by) = ¢ und ¢ = ¢ folgt somit ¢ = ¢,(b,) =
$o(bo)-
Also gelten die Aussagen des Theorems. O

Es ist bereits bekannt, dass die Menge argmin{¢,(y) : y € Y} im Fall f < 0 leer
sein kann. Aus diesem Grund sind wir in diesem Fall an der Bestimmung von
¢-optimalen Losungen interessiert (siehe Definition 3.6). Dabei heifit ein Punkt
ey

1. e-optimale optimistische Lésung, wenn ¢,(y°) < ¢ + € gilt

2. e-optimale pessimistische Losung, wenn ¢,(y") < ¢ + ¢ gilt

fiir € > 0. Unter Verwendung von Theorem 3.15 erhalten wir nun das folgende
Theorem (siehe auch Theorem 7 in [9]).
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Theorem 5.27. Sei X, = {z},..., 2V} baw. X, = {&,..., 2™} nach (5.20)
bzw. (5.21) sortiert. Weiter seie > 0.

1. Sei argmin{¢,(y) : y € Y} =0 und sei ip < N, ein Index mit
dTz + fa'zott <dT2' + faT2™Y fir allei < N,.
Dann ist jeder Punkt
Yy € (max {aTxiO, a'glott — 5/|f\} ;aT:L’iOH)
eine e-optimale optimistische Lisung.
2. Sei argmin{¢,(y) : y € Y} =0 und sei iy < N, ein Index mit
dTz 4+ fa Tzt <dTz + fa'ZT fir allei < N,.
Dann ist jeder Punkt
y € (max {a'z", a2t —¢/|f|};az0T)
eine e-optimale pessimistische Lisung.

Beweis. Wiederum zeigen wir die Aussagen des Theorems nur fiir den optimi-
stischen Fall. Fiir den pessimistischen Fall ist der Beweis analog.

Auf Grund von argmin{¢,(y) : y € Y} = 0 gilt ¢} < ¢ (b°) = d"a™Ne + fb,.
Aus Theorem 5.25 folgt somit, dass ein Index iy < N, existiert mit ¢} =
dTz + faTziotl Sei y° := a2t Dann gilt also ¢ = ¢ = ¢,(y°). Wei-
ter ist 20 € U, (aTzt!) und @o(y°) = g(z™,4°). Dann impliziert Theo-
rem 3.15, dass alle Punkte y € S, (z%) mit g(z%,y) < g(x,y°) + ¢ &-
optimale optimistische Losungen sind. Die Behauptung des Theorems folgt nun
aus Sy, (%) = [aTz%,a " z%*1) und aus

g(@™,y) —g(z™,y%) = dTa"+ fy—d 2™ — fy° = fy— fy°
< faTas’")H +e—fyl=¢

fiir alle y > a 'zt 4 ¢/f. O

5.9.3 Der Fall f =0

Sei erneut X, = {z!,..., 2N} bzw. X, = {z!,..., 2™} nach (5.20) bzw. (5.21)
sortiert. Im Fall f = 0 gilt dann offenbar

bo(y) =d'z" firalle yeS, (zY) undallei=1,...,N, sowie
dp(y) =d'z" firalle ye€ Sy, (') undallei=1,...,N,.

88



Da die Mengen S, (') bzw. S, (z') die Menge Y iiberdecken, folgt somit

¢r = inf{go(y): y€Y}r=min{d z': i=1,...,N,} und (5.25)
¢y = inf{gp(y): yeY}=min{d'z': i=1,...,Np}. (5.26)

Demzufolge existieren stets Indizes i € {1,..., N,} und jo € {1,..., N, } mit
¢p=d'z" und ¢F=d 2.

Es gilt somit ¢ = ¢,(y) fiir alle y € S, (z%) und ¢y = dp(y) fiir alle y €

So, (z7). Folglich ist

Se,(2") C argmin{¢,(y) : y €Y} und S, (27°) C argmin{g,(y): y € Y}.
y y

Sei nun y° € argmin,{¢,(y) : y € Y}. Dann existiert ein i9 € {1,..., N}
mit o,(y°) = 2. Fiir diesen Index ig gilt dann ¢} = ¢,(y°) = d"z%. Fiir den
pessimistischen Fall erhalten wir eine analoge Aussage. Somit gilt das folgende
Theorem.

Theorem 5.28. Sei X, = {z},..., 2V} baw. X, = {&,..., 2™} nach (5.20)
bzw. (5.21) sortiert. Weiter sei f = 0. Dann gilt

¢r = inf{g,(y): yeY=min{d 2': i=1,...,N,},
¢, = inf{gy(y): yeY}= min{d"z": i=1,...,N,}
sowte
argmin{¢,(y): y €Y} = U S, (%) und
Y :d T zi=¢%

|
-
wn
»@q
2
<.

argmin{¢,(y): y €Y}
Yy

Beispiel 5.7. Seia = (1,2)", c= (1,1)", b, =1, b, =3 und d = (1,-1)".
Dann ist - -
X, ={e',e? et +e*} und X, ={e' e +e*}

(siehe Beispiel 5.6). Wir wollen nun globale optimistische bzw. pessimistische
Losungen fiir verschiedene Werte von f untersuchen.

1. Sei f = 1. Dann erhalten wir aus Theorem 5.2
¢y =min{2,1,3} =1 wund ¢, =min{2,3} =2 sowie

arg;nin{qbo(y) ryeYi={2} und arg;nin{cép(y) ryeYr={1}
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2. Sei f = —1. Dann erhalten wir aus Theorem 5.25
¢ = min{0—3, min{1-2, —~1-3}} = —4 und ¢, = min{0-3,1-2} = 3.
Weiter folgen

arg;nin{(bo(y) cyeYr=0 wund arg;nin{¢p(y) cyeY)={b,}

aus Theorem 5.26 wegen d'x™o + fb, = =3 £ d"2? + faT 23 = —4 und
dTzNe + fb, = =3 < d"z' + fa z2. Somit sind wir auch an e-optimalen
optimistischen Ldsungen interessiert. Sei also € > 0. Wir verwenden nun
Theorem 5.27. Zuerst muss hierfir ein Index ig < N, mit

dT o + faTlL'i0+1 < dT 2zt + faTxH'l fiir alle i < N,

bestimmt werden. Dieser Index betrdgt hier ig = 2. Also sind alle Punkte
des Intervalls (max{2,3 — €};3) e-optimale optimistische Losungen.

3. Sei f = 0. Dann erhalten wir aus Theorem 5.28
¢, = min{l, ~1,0} = —1 und ¢, =min{l,0} =0 sowie

arginin{%(y) cy€eY}r=12;3) und arginin{(ép(y) cyeY}={3}.
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Kapitel 6

Das Assortment Pricing
Problem

6.1 Problemstellung

In der Wirtschaft existiert ein permanenter Wettbewerb zwischen Konsumenten
und verschiedenen Produzenten. Im folgenden betrachten wir eine Situation mit
einem Produzenten und einem Konsumenten. Wir nehmen an, der Produzent
verkauft n verschiedene Produkte, welche wir mit ¢ = 1,...,n bezeichnen, fiir
einen Preis p;, ¢ = 1,...,n. Dabei hat er Produktionskosten ¢; fiir die Produk-
te i = 1,...,n. Das Kaufverhalten des Konsumenten kann durch einen Vektor
x € Z" beschrieben werden, wobei jedes z; € Z angibt, wie oft der Konsument
das Produkt 7 kauft. In Abhéngigkeit vom Kaufverhalten des Konsumenten
und des vom Produzenten gewéhlten Preisvektors p € R™ erhélt der Produzent
also einen Profit E(z,p) = (p — ¢) 2. Wenn der Produzent seinen Profit ma-
ximieren mochte, so muss er demzufolge das Kaufverhalten des Konsumenten
in Abhéngigkeit vom Preisvektor p kennen. Wie kann dieses also beschrieben
werden?

Der Konsument hat eine begrenzte Menge b an Geld zur Verfiigung. Somit gilt
die Restriktion 2 " p < b. Das vorhandene Geld wird der Konsument so einsetzen,
dass er seine Bediirfnisse so gut wie moglich befriedigt. Wir gehen im folgenden
davon aus, dass seine Zufriedenheit mit einem Warenkorb = € Z™ proportional
zu dem Quotienten aus Leistungsumfang und gezahltem Entgeld ist, wobei der
Leistungsumfang durch o'z und das Entgeld durch p'z gegeben sind. Somit
maximiert der Konsument den Quotienten a'x/p'x iiber alle moglichen Wa-
renkérbe = € Z™\{0}. Kauft der Konsument nichts, so beschreiben wir seine
Zufriedenheit durch eine nichtnegative Konstante [24].

Wenn wir davon ausgehen, dass es fiir alle Produkte ¢ = 1,...,n eine obere

91



Preisschranke u; > 0 und eine maximale Verfligbarkeit 3; > 1 gibt, so erhalten
wir also das folgende Zwei-Ebenen-Problem

»max {E(z,p): peY, € ¥(y)}
it (6.1)
U(y) = argmin{f(z,p): p'ox <b, z € X}
mit E(z,p) = (p —¢) Tz und
Y = {peR": 0<p; <uwy; firallei=1,...,n}, (6.2)
X = {eecZl:z<p firallei=1,...,n}. (6.3)

Weiter sei c e R, e N*", be R, b>0und a € R, u € R” mit a; >0, u; >0
fiir alle ¢ = 1,...,n. Die Funktion f(z,p) ist definiert als

M firx=0
,p) = T 6.4
f(z,p) PT eso (6.4)
alz

mit M € R, M > 0. Diese Funktion ist wohldefiniert wegen a2 > 0 fiir alle
x € Z% mit x # 0.

Somit haben wir ein Zwei-Ebenen-Problem zu 16sen mit einem diskreten hyper-
bolischen Problem in der unteren Ebene und einem linearen Problem in der obe-
ren Ebene. Hyperbolische Zwei-Ebenen-Probleme mit stetigen Variablen wurden
bereits in [5] untersucht. Weiter existieren Betrachtungen zu diskreten hyperbo-
lischen Optimierungsproblemen [22] aber keine zu Zwei-Ebenen-Problemen mit
einem diskreten hyperbolischen Optimierungsproblem in der unteren Ebene.

6.2 Stabilitiatsbereiche

Um lokal optimale Lésungen fiir das Zwei-Ebenen-Problem (6.1) zu finden,
miissen wir die Losungsmengen ¥(p) fiir alle p € Y kennen. Diese stehen in
Relation zu den Stabilitéitsbereichen

R(z):={peY: ze€¥(p)}

fir alle z € X. R(x) ist also die Menge aller Parameter p € Y, fiir welche ein
gegebener Punkt z € X eine optimale Lésung des Problems der unteren Ebene
ist. Somit gilt fiir alle z € X

Rz)={peY:p'a<b (fla,p) < fly.p) Vp'y>b) Vye X}, (65)

d.h. x € X ist zulidssig und alle anderen Elemente y € X sind entweder un-
zuléssig oder haben einen gréfleren Funktionswert als z.

Die Stabilitdtsbereiche haben interessante Eigenschaften mit Hinblick auf Sum-
men. Dies zeigen wir im folgenden Lemma.
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Lemma 6.1. Seien z,2',22 € X\{0} mit x = 2! + 2. Dann gilt R(z) C
R(z') N R(2?) und f(z,p) = f(z',p) = f(a?p) fir alle p € R().

Beweis. Sei ein beliebiger Punkt p € R(z) gegeben. Dann gilt b > p'z =
p' (z' +22). Wegen x > 0 und p > 0 erhalten wir somit b > p' 2! und b > p"22.
Die Punkte ', 2? € X sind also zuliissig. Demzufolge haben sie einen gréfieren
Zielfunktionswert als z, d.h. es gilt f(z,p) < f(x',p) und f(z,p) < f(22,p).
Aus der Ungleichung f(z,p) < f(z!, p) folgt nun

me - p—rml
a'z — ala!
pT(Il + Iz)aTilil < pTaslaT(zl + .172)
T2 st < pTalaTa?
f@*p) < f'p).

Auf analoge Weise impliziert f(x,p) < f(22,p) die umgekehrte Umgleichung
f(@%,p) > f(z',p). Somit gilt f(x',p) = f(2%,p). Aus der Umkehrung der
obigen Rechnung unter Verwendung des Gleichheitszeichens erhalten wir dem-
zufolge

fx,p) = f(z',p) = f(z%p).
Wegen p € R(z) gilt fiir alle y € X somit entweder p'y > b oder

f(@',p) = f(a®,p) = f(x,p) < fy,p).

Mit (6.5) erhalten wir also p € R(z') und p € R(z?). Da p € R(z) beliebig
gewihlt wurde, folgt hieraus nun R(z) C R(z!') N R(z?). O

Sei
I(z):={ie{l,...,n}: z; > 0}. (6.6)

Dann gilt (z — e*) € X fiir alle z € X\{0} und fiir alle Indizes i € I(z). Somit
erhalten wir mit Hilfe von Lemma 6.1 das folgende Ergebnis.

Lemma 6.2. Sei x € X mit x # 0. Dann gilt R(z) C icr(y) R(e%) und
flx,p) = f(ei,p) fiir alle i € I(z) und alle p € R(x).

Beweis. Ist © € X ein Einheitsvektor, so ist die Behauptung offensichtlich. Wir
nehmen im folgenden also an, dass dies nicht der Fall ist. Sei ¢ € I(z) beliebig.
Dann kénnen wir x in der Form z = e’ + (z — e') schreiben. Wenn z kein
Einheitsvektor ist und i € I(z), gilt weiter z —e® > 0 und x — e’ # 0. Auerdem
gilt offensichtlich z — ¢! < 3. Demzufolge ist also z — e’ € X\{0}. Durch
Anwenden von Lemma 6.1 erhalten wir nun R(z) C R(e?) und f(z,p) = f(e!,p)
fiir alle p € R(x). Da der Index i € I(x) beliebig gewihlt wurde, gelten somit
alle Behauptungen des Lemmas. O
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Sei x € X mit x # 0. Dann gilt bekanntlich f(z,p) = f(e?, p) fiir alle Punkte p €
R(zx) und alle Indizes i € I(x) (Lemma 6.2). Demzufolge miissen wir den Punkt
z nur mit dem Nullvektor und mit allen zulédssigen Einheitvektoren vergleichen,
um die Menge R(x) zu bestimmen. Es gilt somit das folgende Theorem.

Theorem 6.3. Sei x € X\{0} und sei iy € I(x). Dann gilt

R(z)={peY : z'p<b, Dig@i = Diti, Vi € I(z)\{io},
(Praiy > Digar V pp > b)Vk & I(x), piy < Ma;,}.  (6.7)

Beweis. ,, C “: Sei p € R(x). Dann gilt "p < bund f(z,p) = f(e!,p) fiir alle
i € I(z) (Lemma 6.2). Hieraus folgt f(e%,p) = f(e,p) fiir alle i € I(x)\{io},
d.h. es ist p;,a; = pia;, fur alle Indizes ¢ € I(x)\{io}.

Sei k ¢ I(x). Wegen p € R(z) gilt pr, > b oder f(z,p) = f(e,p) < f(e*,p)
(siche (6.5)). Dies impliziert py > b oder p;,/a;, < pi/ar. Demzufolge gilt also

(prai, > pigar oder pr >b) fiir alle k ¢ I(x).

Weiter ist p;, < Ma;, wegen f(z,p) = f(e®,p) < f(0,p). Wir haben nun also
gezeigt, dass die Menge R(z) in der rechten Menge enthalten ist.

, 2 “ Angenommen, fiir einen Punkt p € Y gelten die Gleichungen und Unglei-
chungen der rechten Menge. Wir zeigen nun unter Verwendung von (6.5), dass
p € R(x) gilt.

Aus den Gleichungen a;p;, = a;,p; fir alle i € I(z) folgt

0= Z i (Pittiy — Dig@i) = A;,p' T — piga’ T.
iel(x)

Es gilt somit f(z,p) = f(e',p) = f(e!, p) fiir alle i € I(z).

Seiy € X\{0} mit p"y < b. Dann gilt p; < b fiir alle Indizes j € I(y). Auf Grund
der Voraussetzung folgt hieraus pja;, > p;,a; fiir alle j € I(y). Demzufolge ist

Z Yipjai, = Z YjPio @
JEI(y) JEI(y)
ai,p'y Pioa'y

>
fly.p) = f(e",p) = f(z,p).

Auflerdem gilt f(x,p) = f(e,p) < £(0,p) wegen Ma;, > p;,- Wir erhalten
somit pTy > b oder f(x,p) < f(y,p) fiir alle Punkte y € X. Somit ist p € R(x)
(siehe (6.5)). O

Der Index ip € I(z) in Theorem 6.3 kann beliebig gewihlt werden, da die
Bedingungen f(z,p) = f(e',p) fiir alle i € I(x) und p;,a; = p;a;, fiir alle
i € I(x) zueinander dquivalent sind.
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Sei z € X mit &; = f; fiir alle ¢ = 1,...,n derjenige Punkt, fiir welchen alle
Komponenten ihren maximalen Wert besitzen. Dann impliziert Lemma 6.1, dass
R(z) C R(z) gilt fiir alle z # 0. Wenn wir also einen Punkt p € R(Z) kennen,
so konnen wir fiir jedes z € X\{0} ein Element des Stabilitétsbereichs R(x)
angeben. Es ist also fiir uns von Interesse, die Menge R(Z) niher zu untersuchen.

Lemma 6.4. Seiz; =05;,i=1,...,n. Dann gilt

b ui
R(Z) = =t-a:t 0 i —, M i a ’
(1.) {p a S |: , 11111 { G,Tj’ ’i:r{l}.r.l,’n a; }:| }

Beweis. Aus Theorem 6.3 wissen wir bereits, dass
R(@)={peY: z'p<b, pr < May, pias = pra; ¥i=2,...,n}

gilt. Somit miissen wir nur die angegebenen Bedingungen umformulieren. Unter
Verwendung der Bedingungen Z?:l Z;p; < bund p; = plg—i erhalten wir die

Bedingung p1 >, :fzg—l < b und somit p; < %. Sei ¢t := pj1/aj. Dann ist

t < M. Durch Substitution von p; = ta; erhalten wir nun p; = ta;, i =1,...,n,
und t < b/a’z. Aus p > 0 und a > 0 folgt t > 0. Weiter ist ¢ < u;/a; fiir alle
t=1,...,n wegen p; < u; fiir alle ¢t = 1,...,n. Wir erhalten somit

) _ b LU
O T T

Wir haben bis jetzt nur Stabilitdtsbereiche fiir Punkte = # 0 betrachtet. Im
folgenden Theorem werden wir noch die Menge R(0) charakterisieren.

O

Theorem 6.5. Es gilt
RO)={peY: (pi>boderp,>Ma;) Yi=1,...,n}.

Beweis. ,, C “ Sei p € R(0) beliebig. Dann gilt offensichtlich p € Y und
£(0,p) < f(e*,p) oder p; > b fiir alle i = 1,...,n. Somit sind die Ungleichungen
der rechten Menge erfiillt.

, =2 “ Angenommen, fiir p € Y sind die Ungleichungen der rechten Menge
erfiillt. Sei weiter x € X \{0} beliebig. Wir wollen nun zeigen, dass mindestens
eine der Bedingungen p'z > b und f(0,p) < f(x,p) erfiillt ist. Angenommen
die erste Bedingung gilt nicht. Es sei also p' 2 < b. Dann gilt p; < b fiir alle
Indizes ¢ € I(x). Da die Ungleichungen der rechten Menge erfiillt sind, folgt
hieraus Ma; < p; fiir alle ¢« € I(z). Dies bedeutet, dass

Z o, Ma; < Z x;p; und somit MaTxngx
iel(x) i€l(x)

gilt. Wir erhalten also f(0,p) < f(z,p). Da z € X\{0} beliebig gewihlt wurde,
folgt somit p € R(0). O
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Beispiel 6.1. Seienn =2, a = (1,2)", u = (6,6)", 3= (1,1)T, M = 6 und
b = 4. Dann erhalten wir aus Theorem 6.3, Lemma 6.4 und Theorem 6.5 die
Stabiltitdtsbereiche

R(0) = {peR’: 4<p; <6,4<p; <6}

R(e' +€?) = {p=ta: tc|0,4/3]}
R(e') = {peR*: 0<p <4, (4<ps <6 oder 2p; < ps <6)}
R(*) = {peR*: 0<py <4, (4<p; <6 oder0.5p; < p; <6)}.

Diese Stabilititsbereiche werden in der nachfolgenden Abbildung dargestellt.

b2
R(e') R(0)
4t Wie man leicht sieht, sind die Stabi-
litdtsbereiche im allgemeinen weder of-
R(e?) fen noch abgeschlossen. Auflerdem sind
sie micht immer konvez.
R(e! + ¢€?)
4 p1

Da die Stabilitdtsbereiche selbst im allgemeinen nicht abgeschlossen sind, sind
wir an ihrer Abschliefung interessiert. Diese werden wir unter anderem fiir die
Berechnung der erweiterten Losungsmengen benotigen (siehe Kapitel 2.4) und
fiir die Berechnung der Mengen L(z) (siehe (2.24)).

Fiir den Nullvektor ist die AbschlieBung des Stabilitatsbereichs auf Grund von
Theorem 6.5 offensichtlich

0 fiir R(0) =10
LR(0) =1 & [min{b, Ma;},u;] fir R(0) # 0. (6.8)
i=1
Dabei gilt R(0) = @ genau dann, wenn ein Index i € {1,...,n} existiert mit

u; <bund u; < Ma; (siehe Theorem 6.5).

Im folgenden untersuchen wir die Mengen cl R(z) fir alle Punkte z € X\{0}.
Dafiir verwenden wir die Formel (6.7) aus Theorem 6.3. Zuerst formulieren wir
die Formel fiir R(x) um, indem wir fiir alle Indizes ¢ € I(x)\{io} die Variablen
p; durch p; = p;, (io ersetzen. Dadurch erhalten wir

; . Q;
o X amm ¥t <P sh wd g <
. . a’i() a‘i() a'iO

i€l(x) i€l(x)

Somit erftillt die Variable p;, die Bedingungen

ba; a;
0 S DPig S Uig Pig S Maio; Pig > ﬁ und Dig S uif
K3
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fiir alle Indizes ¢ € I(z). Auflerdem gilt die Ungleichung p;, /a;, < pr/ay, fiir alle
Indizes k ¢ I(x), fiir welche die Ungleichung ug, < b erfiillt ist. Fiir diese Indizes
gilt demzufolge auch p;, < uk . Somit erhalten wir

R(z) = {peR": p’bo VZ € I(z)\{io},

(7 baio

b (6.9)

4] .
0 <p; < mln{Mal07 m1 wp—=,  min up—>, —=
iel(x) a; k¢I(x):ur<b a a'x

(ploa < pr <ug oder b < p < ug) Vk ¢ I(x)}.

10

Theorem 6.6. Seien © € X und ig € I(x) gegeben. Dann gilt

clR(z) = {peR":p pma fir alle i € I(x)\{io},
io
a; ai, ba;
) M o i —Zto %o
pi € O min{May i, Wt min v )

Pk € [pio%,uk] fiir alle k ¢ I(x) mit up < b,

0

pr € [min{b7pi0%},uk] fiir alle k ¢ I(x) mit u > b}.

20

Beweis. ,, C “: Sei p € cl R(z) beliebig. Dann existiert eine Folge {p'} C R(x)
mit p = lim;_o p'. Somit gilt

p=pl, Ve I@\lio}) WL
10

al0 ba;,

pl, € [0,min{Ma,,, min u; a— min }H Vi,

i€l(z)  a; kgEI(gc)uk<b ak "aTx

(péoclf <pl <wuy oder b<pl <uy)Vk¢I(x) vi.

0
Wir lassen nun in diesen Gleichungen und Ungleichungen den Index [ gegen
Unendlich streben. Dann folgt p; = pj, - ()\{ip} und

az0 ba;,

H-

ag,
7 0 M 10 -
Pio € [0, min{ Maj, zrer}l(rzl) Ui kel(rgrgl)lgk@ ar a'x
Gilt ug > b fiir einen Index k ¢ I(x), so erhalten wir p}, € [min{b, p} 2=}, uy]
0
fiir alle Indizes [ und somit py, € [min{b, p;, ;‘—"} ug). Gilt uy, < b fiir einen Index

k ¢ I(z), so erhalten wir pl € [pl & ] fur alle Indizes [ und somit p, €

0 a;
[piog—’f ug]. Der Punkt p liegt demzufolge in der rechten Menge. Da p € cl R(x)
0
beliebig gewihlt wurde, ist damit die Inklusion ,, C “ gezeigt.

, 2 “ Wir nehmen nun an, ein beliebig gewéhlter Punkt p € R™ erfiillt alle
Gleichungen und Ungleichungen der rechten Menge. Weiter sei p € R™ ein Punkt
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mit
p; fiir i€ I(x)
D=4 p; fir ¢ I(x) mitu <b
w; fir ¢ I(x) mit u; > b.

Wir wollen nun zeigen, dass (1 — A\)p + Ap € R(zx) ist fiir alle A € (0,1]. Wir
miissen demzufolge die Giiltigkeit von allen Gleichungen und Ungleichungen in
Formel (6.9) iiberpriifen.

Offensichtlich gilt p; = (1 — A\)p; + Ap; fiir alle A € (0,1] und fiir alle Indizes
i€ I(x) und 7 ¢ I(x) mit u; < b. Demzufolge gelten fiir diese Indizes auch die
entsprechenden Gleichungen bzw. Ungleichungen in der Formel (6.9).

Sei beliebiger Index k ¢ I(x) mit uy > b gegeben. Dann ist pp = ug > b.
Wir unterscheiden nun die Félle b < pp < uy und pg, o= < pp, < ug. Im Fall
b < pr < uy gilt

(lfA)pk#*)\ﬁk > (17>\)b+)\b:b

Angenommen, es ist p;, =% < pp < ug. Dann gilt wegen py, = ug
0

_ ag

1—A APk > (1= N)p; Ap; = Diy—

( )Pk + Abr > ( )poaloJr poa poaio

Die Giiltigkeit der Ungleichung (1 — A)pg + Apr < uy, ist offensichtlich. Somit
haben wir also (1 — X\)px + Api, € R(z) gezeigt fiir alle A € (0,1]. Hieraus folgt
nun p € cl R(x). O

6.3 Eigenschaften der Stabilitidtsbereiche

Im Beispiel 6.1 haben wir bereits gezeigt, dass die Stabilitdtsbereiche im all-
gemeinen weder offen noch abgeschlossen sind. Vor allem aber sind sie nicht
immer konvex. Deswegen soll gezeigt werden, dass die Stabilitidtsbereiche zu-
mindest sternférmig sind. Auflerdem sind das relativ Innere und die Dimension
der Mengen von Interesse.

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit der Berechnung des relativ Inneren und
der Dimension der Stabilitéitsbereiche.

Theorem 6.7. Sei ein Punkt © € X\{0} gegeben und ein Index iy € I(x).
Dann ist das relativ Innere des zugehdrigen Stabilitdtsbereichs

riR(z) = {peR": p;, = pioj—i fir alle i € I(x)\{io},
10
@i, a;, ba;
0<py, < Ma;,, — o o
piy < min{Mas, Zgl(r;) i a; kgl{?)l%mb ar o'z

}, (6.10)

(p,os < pp <ug oder b<py<wuy) firalleké¢I(x)}.

20
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Auflerdem ist die Dimension des Stabilitdtsbereichs

dim R(x) =n+ 1 — card(I(z)).

Beweis. Sei ein Punkt x € X\{0} gegeben und ein Index ig € I(x).

Wir betrachten zunéchst die Formel (6.9) fiir den Stabilitdtsbereich R(x). In
dieser Formel gibt es card(I(z)) — 1 Gleichheitsbedingungen fiir die Punkte
p € R(z). Wir miissen somit nun zeigen, dass die Vektoren a;,e’ — a;e™ linear
unabhéngig sind. Wir untersuchen also die Gleichung

Z )\j(aioej — ajei“) =0.
jel(@)\{io}

Indem wir diese Gleichung fiir alle Indizes j € I\{ip} von links mit e’ " mul-
tiplizieren, erhalten wir \ja;, = 0 fiir alle j € I(x)\{io}. Aus a > 0 folgt
somit A; = 0 fiir alle j € I(z)\{io}, d.h. die Vektoren a; e’ — a;e™ sind li-
near unabhéngig. Aus der linearen Unabhéngigkeit dieser Vektoren folgt nun
dim R(z) < n+ 1 — card(I(z)). Aulerdem gilt somit fiir die affine Hiille von
R(z)

aff R(z) C{p e R": pi,a; = pia;, Vi € I\{io}}.

Im Fall I(z) = {1,2,...,n} sind nun die Behauptungen des Theorems offen-
sichtlich. Angenommen es ist I(z) # {1,2,...,n}. Dann sei

1 b ;
p’:z“'min{m’Mu_I?i}? u}

Aus Lemma 6.4 und Lemma 6.1 folgt nun p € R(x). Weiter gilt offensichtlich
Piti, = Piya; fiir alle i € I(z), x'p < b, Ma; > p; und u; > p; > 0 fiir alle

Indizes i = 1,...,n. Als néchstes betrachten wir einen Punkt p € R™ mit
) b fiir alle ¢ € I(z)
P (P +w;) fiir alle i ¢ I(x)

Dann gilt p;a;, = pi,a; fir alle i € I(x), x"p < b, Ma; > p; und u; > p; > 0
fir alle ¢ € I(z). Auerdem gilt
a a
pioi :ﬁiofk = Pr < pr < Uk

Qi 10

fiir alle Indizes k ¢ I(x). Hieraus folgt nun p € R(x). Dabei sind alle Unglei-
chungen in Formel (6.9) als strenge Ungleichungen erfiillt. Demzufolge ist also
dim R(z) =n+ 1 — card(I(z)) und

aff R(z) = {p e R" : p;,a; = pia;, fiir alle i € I(x)\{ip}}.

Die Formel fiir die Menge ri R(x) ist nun eine offensichtliche Folgerung hieraus.
O
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Bemerkungen:

1. Fiir alle Einheitsvektoren e’ besitzen die Stabilitdtsbereiche ein nichtleeres
Inneres int R(e*) # 0.

2. Bekanntlich ist
RO)={peR": b<p; <w;or Ma; <p;<wu; Vi=1,...,n}

(Theorem 6.5). Angenommen es ist R(0) # (. Dann gilt dim R(0) = n
offensichtlich genau dann, wenn fiir alle Indizes « = 1,...,n mindestens
eine der Ungleichungen b < u; bzw. Ma; < u; erfillt ist.

Weiter benotigen wir fiir die Betrachtung von Optimalitétsbedingungen im pes-
simistischen Fall das folgende Lemma.
Lemma 6.8. Sei ein Punkt p € R(0) gegeben und sei int R(0) = (. Dann

existiert ein Index i € {1,...,n} mit p € R(e").

Beweis. Angenommen es gilt p € R(0) und int R(0) = . Dann ist offenbar
dim R(0) < n. Demzufolge existiert ein Index ¢ mit b > w; und Ma; > wu;.
Fiir diesen Index gilt b < w; oder Ma; < p; < u; wegen p € R(0). Somit
ist pp = Ma; = u; < b. Wegen p € R(0) gilt auBlerdem b < p; < wu; oder
pzZ—’ = Ma; < p; < uj fiir alle Indizes j # 4. Hieraus folgt nun p € R(e’). O

Wir wissen bereits, dass die Mengen cl R(z) im allgemeinen nicht konvex sind.
Um dennoch gut mit den Stabilitdtsbereichen arbeiten zu kénnen, zeigen wir
im folgenden, dass die Mengen cl R(x) sternférmig sind.

Definition 6.1. Fine Menge M heifit sternformig mit einem Zentrum a € M
genau dann, wenn fir alle x € M und alle A € [0;1]

M+ (1—NaeM gilt.

Um die Sternformigkeit der Mengen cl R(z) zu zeigen, beweisen wir zunéchst
das folgende Lemma.

Lemma 6.9. Sei ein Punkt x € X\{0} gegeben und ein Index i € I(z). Weiter
seien l1,ls € R reelle Zahlen mit

) ba; . ua . Ui a;
0<Il; <lys <min Maio,%, min —2  min —2 %,
a' r iel(z) a; i¢l(z)u;<b a;

Dann existiert ein Punkt p € ri R(x) mit p;, € (I1;12), so dass
Pt =X o+ (1= NperiR(z) gilt und pf:) € (I1;12)

fiir alle X\ € (0;1) und alle Punkte p € cl R(x) mit p;, € [l1,12].
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Beweis. Offensichtlich gilt

1 < min{ —= Yiio i ¢ I(x) mit b < u; und |y < ,am}
a; Q;

Dann existiert eine reelle Zahl p;, mit
a
l1 <Piy < mm{lg,mm{ i, i ¢ I(z) mit b < u; und [; < 4 m}}
a; a;

Hieraus konstruieren wir nun einen Punkt p € R™ mit

Dio aaf fiir alle ¢ € I(z)

. 0.5(pry 2 + ;) fir alle ¢ ¢ I(z) mit b > u;

PEY 0506 + ) fiir alle i ¢ I(x) mit b < ug, I > u; 22
0.5(u; + max{b,;ﬁiofji)}) fiir alle 4 ¢ I(x) mit b < u;, I < u; 52

Wir wollen nun zeigen, dass p € ri R(x) und p;, € (I1;12) gilt.

Die Eigenschaft p;, € (I1;l2) folgt offensichtlich aus der Definition von p;,.
Weiter gilt 0 < b < p; < u; fiir alle Indizes ¢ ¢ I(x) mit b < ;. Fiir alle anderen
Indizes i folgt 0 < ]310(;17; < u; aus der Ungleichung 0 < I; < p;, < u,i—? und
somit 0 < p; < w;. Demzufolge ist 0 < p; < w; fiir alle ¢ = 1,...,n. Weiter
folgt aus der Definition von p offensichtlich p;, aL; = p; fiir alle Indizes ¢ € I(x),
pm;—i < p; fir alle Indizes ¢ ¢ I(x) mit u; < b und b < p; fiir alle Indizes
i¢ ( ) mit b < w;. AuBerdem ist

Ui Ay

. ba;, . Uuia
Pip <min{ Ma;,, ==, min —=, min —=
a'x zeI( ) a;  igI(x)u;<b Gy

wegen p;, < la. Aus Theorem 6.7 folgt somit p € ri R(x).

Seien nun ein beliebiger Punkt p € cl R(x) mit p;, € [l1;l2] und eine beliebige
reelle Zahl A € (0;1) gegeben. Sei weiter p* := A\p + (1 — A\)p. Wir wollen nun
p* € riR(x) und p) € (l1;12) zeigen. Dazu verwenden wir Formel (6.10).

Aus 0 < p; < u; und 0 < p; < wy fiir alle i = 1,...,n folgt offensichtlich
0 < p} < u; fiir alle Indizes i = 1,...,n. AuBerdem erhalten wir p} € (I1;l2)
aus p;, € (I1;12) und p;, € [l1,12]. Weiter gilt auf Grund von
ba, U;a; Uiy
; < . M . ilig 1Uig d
Pio mln{ o aTJU icl(z) a; zgl(ril)lg <b a; } b
U; A

b
min {M Qi L_ll_ % min Ui } die Ungleichung
a' x zEI( ) a; 1¢I(z) u; <b a;

. ba;, U; A U;Q;
pf‘g < min{ Ma;,, —== —20  min —23%.
a' T zeI( ) a; 1¢I(z) uw; <b Q;

IN

Pig

Fiir alle Indizes i € I(z) ist

) oay a; ai
PP = ADi + (L= Npi = Miy =+ (1= Mpig = =iy —

10 a’lo 0’7,0
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Sei nun ein beliebiger Index k ¢ I(x) gegeben. Wir unterscheiden dann 3 Félle.

1. Fall: Angenommen es ist ux < b. Dann gilt p;, = < p und p;, o= < Py
) )
Hieraus folgt offensichtlich pf‘og—_’“ < pp.
io
a;

2. Fall: Angenommen es gilt uy > bund l; > uy

0 Dann ist p;, 2 > 13 2 > qy,

Ak
ak aio - a.;o

und somit b < pi. Wegen b < py, folgt nun b < pﬁ.

3. Fall: Angenommen es gilt uy > b und l; < uk(;—: Dann ist b < pg und
Dip 5 < P~ Gilt also b < py, so folgt daraus b < Py, und gilt p;, 2= < py, so
0

Qi
erhalten wir pg\o ok Py
0

Somit haben wir nun p* € ri R(z) und p, € (I1;12) gezeigt (siche Formel (6.10)).
O

Folgerung 6.10. Die Menge cl R(x) ist sternformig fiir alle x € X. Auflerdem
existiert ein Zentrum p € ri R(x) mit A\p+ (1 — N)p € ri R(z) fir alle p € cl R(x)
und fir alle A € (0;1).

Beweis. Fir x = 0 folgt die Behauptung direkt aus Theorem 6.5 und For-
mel (6.8). Fiir z # 0 erhalten wir Behauptung aus Theorem 6.6 und Lemma 6.9

Uj aio

. . bai . . e
mit /; = 0 und Iy = min { Ma;,, =%, min —<¢,  min ——0 5. O
i€l(x) v il (z)u; <b v

6.4 Die Losungsmengen V(p)

In diesem Kapitel wollen wir eine explizite Beschreibung der Losungsmenge
U(p) fiir alle Punkte p € Y angeben. Wir kénnen bereits fiir alle Punkte z € X
den zugehorigen Stabilititsbereich R(x) angeben. Wegen W(p) = {z € X :
p € R(z)} (siehe (2.9)) ist es somit moglich, die Mengen ¥(p) anhand der
Stabilitédtsbereiche zu bestimmen.

Um also zu iiberpriifen, ob fiir zwei gegebene Punkte p und x die Beziehung
x € U(p) gilt, kann man die Giiltigkeit von p € R(x) testen. Dennoch ist es
nicht sinnvoll, dies fiir alle x € X zu tun, um ¥(p) zu bestimmen. Anstatt
dessen werden wir die folgenden Lemmas verwenden. Zunéchst erhalten wir in
Analogie zu Lemma 6.1 das folgende Lemma.

Lemma 6.11. Seip €Y und z € X\{0}.

1. Angenommen es gilt x = x' + x? fiir zwei Punkte z',2* € X\{0}. Sei
weiter x € ¥(p). Dann folgt z* € ¥(p) und z* € ¥(p).

2. Aus x € U(p) folgt €' € W(p) fiir alle Indizes i € I(x).
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Beweis. 1.) Sei « € ¥(p). Dann gilt p € R(z). Aus Lemma 6.1 erhalten wir
somit p € R(z') und p € R(2?). Hieraus folgt nun ! € ¥(p) und 2% € ¥(p).

2.) Sei x € X\{0} mit € ¥(p). Dann gilt p € R(z). Aus Lemma 6.2 folgt somit
p € R(eY) fiir alle Indizes i € I(z). Demzufolge ist ! € W(p) fiir alle Indizes
i€ I(z). O

Mit Hilfe von Lemma 6.11 und in Analogie zu Lemma 6.2 kénnen wir nun zeigen,
dass jeder Punkt x # 0 genau dann optimal ist, wenn er zuléssig ist und alle
Einheitsvektoren e* mit ¢ € I(x) optimal sind.

Lemma 6.12. Sei x € X\{0} und p € Y. Dann gilt x € ¥(p) genau dann,
wenn p'x < b und €' € U(p) gelten fiir alle Indizes i € I(z).

Beweis. Sei x € ¥(p). Dann ist x eine zulissige Losung fir p € Y, d.h. es
ist #Tp < b. Die Eigenschaften ¢! € W(p) fiir alle Indizes i € I(z) folgen aus
Lemma 6.11.

Sei et €
ﬂie[(m) R(

Aus p € R(e?) fiir alle Indizes i € I(x) folgt f(e',p) = f(e',p) fiir alle Indizes
i € I(x)\{io} mit ig € I(z). Demzufolge gilt

U(p) fiir alle Indizes i € I(x) und sei p'x < b. Dann gilt p €
e'). Wir wollen nun p € R(z) und somit x € ¥(p) zeigen.

Pili, = PigQi
E Tipidi, = E TiPig A
iel(x) i€l(x)
T T
ai,p T = pi,a T

f(CC,p) - f(eioap)'

Wegen p € R(e™) erhalten wir also (p'y > b oder f(z,p) = f(e,p) < f(y,p))
fiir alle Punkte y € X. Zusammen mit den Voraussetzungen p € Y und p' 2 < b
folgt somit x € W(p). O

Auf Grund von Lemma 6.12 ist es fiir uns wichtig zu wissen, welche der Ein-
heitsvektoren in der Losungsmenge liegen. Auflerdem interessiert uns, wann der
Nullvektor optimal ist.

Lemma 6.13. Sei ein Punkt p € Y gegeben. Weiter seien
Jp) = {ie{l,....,n}: p; <min{b,Ma;}} und
Jp) = {je{l,...,n}: e €U(p)}

Dann gelten die folgenden Behauptungen.

1. Sei J(p) # 0. Dann ist

7 . pj .. Di
J = eJ . =~ = min —}.
(p)={j € J(p) el N }
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2. Die Aussagen J(p) =0, J(p) = 0 und ¥(p) = {0} sind zueinander dqui-
valent.

3. Esist 0 € U(p) genau dann, wenn J(p) =0 oder wenn p; = Ma; fir alle
Indizes i € J(p) gilt.

Beweis. 1., C “ Sei j € J(p) beliebig. Dann gilt ¢/ € ¥(p) und somit
p € R(e’). Hieraus folgt j € J(p) und f(e?,p) < f(e!,p) fiir alle Indizes
i € J(p). Demzufolge ist

» 2 “ Sei j € J(p) beliebig und sei Z—; = min;e j(p) 2. Dann gilt

p; <min{b, Ma;} und f(e’,p) < f(e',p)
fiir alle Indizes i € J(x). Weiter erhalten wir fiir alle Indizes i ¢ J(p)

a; a;
pi >b oder p;>Ma;=Ma;— >p;—
a; a;

Hieraus folgt nun p € R(e?), d.h. es ist j € J(p).

2. Angenommen es gilt J(p) = (). Dann sind alle Einheitsvektoren unzuléssig
oder sie haben einen schlechteren Zielfunktionswert als 0. Somit ist kein
Einheitsvektor in der Losungsmenge, d.h. es ist J(p) = (. Aus J(p) = 0
folgt nun, dass wegen Lemma 6.12 kein & # 0 in der Losungsmenge ist.
Also gilt U(p) = {0}. Sei ¥(p) = {0}. Dann ist J(p) = @ offensichtlich.
Somit sind die Aussagen zueinander dquivalent.

3. Es gilt 0 € ¥(p) genau dann, wenn p € R(0) ist. Wegen Theorem 6.5
gilt dies genau dann, wenn b < p; < u; oder Ma; < p; < u; gelten fiir
alle Indizes ¢ = 1,...,n. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn
J(p) = 0 oder Ma; = p; gilt fiir alle i € J(p) .

O

Hieraus erhalten wir die folgende Folgerung.

Folgerung 6.14. Sei ein Punkt x € X\{0} gegeben und ein Punkt p € i R(z).
Dann gilt I(x) = J(p).

Proof. Sei i € I(x) beliebig. Dann folgt p € R(e%) aus p € R(x). Also ist
et € U(p), d.h. i € J(p). Es gilt somit I(z) C J(p) und folglich auch J(p) # 0.

Sei ein beliebiger Index k € {1,...,n} gegeben mit k ¢ I(z). Dann gilt b < py
oder p;,/a;, < pir/ar wegen Theorem 6.7 und wegen p € ri R(x). Dann folgt
aber k ¢ J(p) aus Lemma 6.13 und J(p) # (. Somit ist I(x) D J(p), d.h. es gilt
Gleichheit der Indexmengen. O
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Um eine Menge ¥(p) fiir einen Punkt p € Y zu berechnen, bestimmen wir
zuniichst die Indexmenge J(p) durch Ordnen aller Indizes i € J(p) hinsichtlich
des Wertes p;/a;. Danach miissen wir nur noch den Nullvektor betrachten und
alle zuldssigen Summen finden. Dabei ist X = {z € Z} : xz; < (; Vi} zu
beachten (siehe (6.3)). Wir kénnen somit den folgenden Algorithmus verwenden.

Algorithmus 6.1. Eingabe: peY

1. Bestimme die Menge J(p) := {i € {1,...,n}: p; < min{b, Ma;}}. Gilt
J(p) =0, so setze S := {0}; sonst bestimme die Indexmenge
7 : Pj . Di
Jp)={jeJp): == —1I
(p):={j € J(p) 2 o o)
2. Gilt J(p) # 0, so setze S :=T :={e*: i € J(p)}. Solange T # 0 ist, gehe
wie folgt vor:

(a) Setze Trey := 0.

(b) Fiir alle Punkte x € T und alle Indizes j € J(p) setze S := {z+e'}US
und Tpey = {7 + €'} U Tyey falls die Bedingungen x; < (3; und
pl(x+e') < b erfillt sind.

(c) Setze T := They.-
3. Gilt p; = Ma; fiir alle Indizes i € J(p), so setze S := S U{0}.
Ausgabe: S

Theorem 6.15. Angenommen fiir einen Punkt p € Y wird mit Algorithmus 6.1
eine Menge S berechnet. Dann gelten die folgenden Behauptungen.

1. Wird der Schritt (2) in Algorithmus 6.1 das m-te mal durchlaufen, so
werden alle Punkte € U(p) berechnet mit Y, x; = m+ 1.

2. Die berechnete Menge S entspricht der Lisungsmenge ¥(p).
8. Der Algorithmus ist endlich.

Beweis. Gilt J(p) = 0, so sind wegen Lemma 6.13 die Behauptungen des
Theorems offensichtlich erfiillt. Sei also im folgenden J(p) # 0. AuBerdem sei
To == {e' : i € J(p)} und sei T} die Menge aller Punkte, die beim k-ten
Durchlaufen von Schritt (2) berechnet werden. Wir wollen nun zeigen, dass
T, ={x € ¥(p): Y ,x; =k+1} gilt. Dazu verwenden wir die Methode der
vollstéandigen Induktion. Im Fall £ = 0 folgt die Behauptung aus Lemma 6.13.
Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir £ — 1 gilt.

» C “ Sei z € T} beliebig. Dann existiert ein Punkt 2’ € Ty_; und ein Ein-
heitsvektor e’ € Ty mit x = 2’ + €' und z} < B, 2 Tp < b. Auf Grund der
Induktionsvoraussetzung gilt nun ' € ¥(p) und >, 2} = k. Wegen =’ € U(p)
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gilt natiirlich auch 2’ € X. Zusammen mit x} < 3;, erhalten wir somit z € X.
Aus 2’ € U(p), e € ¥(p), p'2 < b und Lemma 6.13 folgt nun = € ¥(p).

Auflerdem ist
n n
inzl—l—ZxQ:k—kl.
i—1 i=1

Somit gilt z € {x € U(p) : Y1,z = k+1}.

, 2 “ Sei z € U(p) mit ;" ; = k + 1. Dann folgt i € J(p) fiir alle Indizes
i € I(z) wegen Lemma 6.12. Sei nun ip € I(x) und sei ' := x — e%. Dann gilt
x}, < i, < B, und 2 7p < b. AuBerdem gilt

n n
Zx;:Zin—lzk und 2’ € ¥(p)
i=1 i=1

wegen Lemma 6.11. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung gilt somit 2’ €
Ty—1. Der Punkt = wird somit beim k-ten Durchlauf von Schritt (2) des Algo-
rithmus aus den Punkten 2’ und e generiert, d.h. es ist = € T.

Alle anderen Behauptungen des Theorems sind einfache Folgerungen hieraus,
da die Menge X endlich viele Elemente enhilt und 0 € ¥U(p) im Schritt (3) des
Algorithmus gepriift wird. O

Beispiel 6.2. Seienn =2, a = (1,2)T, b =4, = (1,3)", M =1, u =
(5,5)" und p = (1,2)". Wir wollen nun die Lésungsmenge ¥(p) berechnen.
Dazu verwenden wir Algorithmus 6.1. Dann gilt

Jp)={ie{1,...,n}: p; <min{b, Ma;}} = {1,2}.

Auflerdem ist p1/a1 = pa/as = 1. Die Menge der optimalen Einheitsvektoren
st demzufolge

{e' e € U(p)} = {e*, e?}.
Weiter werden im Schritt(2) des Algorithmus die Punkte x = (1,1)7 und x =
(0,2) " erzeugt. Auperdem gilt 0 € W(p) wegen p1/a; = p2/as = M. Somit ist

\I/(p) = {(170)T7 (07 1)T7 (17 1)T7 (07 2)T’ (OvO)T}'

6.5 Die erweiterten Losungsmengen V(p)
In diesem Kapitel wollen wir erweiterten Losungsmengen W(p) mit p € Y fiir
unser Problem 6.1 untersuchen. Diese wurden definiert durch

U(p)={zre€X: pecR(z)} (6.11)

(siehe Definition 2.3). Die hierdurch gegebene erweiterte Losungsmengenabbil-
dung ¥ :Y — 2% ist die kleinste unterhalbstetige Punkt-Menge-Abbildung mit
U(p) C U(p) fiir alle Punkte p € Y (sieche Theorem 2.3).
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Die in der Definition verwendeten Mengen cl R(x) haben wir bereits in Theo-
rem 6.6 und in (6.8) angegeben. Wir werden dies also nun nutzen, um Ei-
genschaften der erweiterten Losungsmengen zu untersuchen und um Berech-
nungsmoglichkeiten zu entwickeln.

Im folgenden Lemma geben wir zunéchst einige triviale Eigenschaften an.

Lemma 6.16. 1. Fiir alle Punkte p €'Y gilt

U(p) CU(p) C{zeX: z'p<b, f(z,p) < M}.

2. Seien Punkte x, ', 2% € X\{0} gegeben mit x = x' + 22 und x € V(p).
Dann gilt z* € ¥(p) und 2 € ¥U(p).

3. Sei x € X\{0}. Weiter sei x € VU(p) fir p € Y. Dann gilt ¢! € U(p) fiir
alle Indizes i € I(x).

Beweis. Die erste Eigenschaft ist offensichlich.

Seien Punkte z,z', 22 € X\{0} gegeben mit x = 2! + 22 und = € ¥(p). Dann
gilt p € clR(z) (siche (6.11)). Somit existiert eine Folge {p*} C R(x) mit
limy, oo p* = p°. Aus Lemma 6.1 erhalten wir nun {p*} C R(z%) fiir i = 1,2.
Demzufolge ist p° € cl R(z?) fiir i = 1,2. Somit gilt #' € ¥(p) und 22 € ¥(p)
wegen (6.11).

Die dritte Behauptung des Lemmas ist eine triviale Folgerung aus der zweiten
Behauptung. O

Die Menge ¥(p) ist fiir alle Punkte p € Y eine Teilmenge von ¥(p), aber im
allgemeinen gilt keine Gleichheit. Sei zum Beispiel n =1, a; =1, =2, 1 =1
und uw; = 3. Dann gilt R(1) = [0,2] und R(0) = (2,3]. Demzufolge ist hier
U(2) = {1} # ¥(2) = {0,1}.

Im folgenden sind wir an einer expliziten Darstellung der Mengen W¥(p) inter-
essiert. Aus diesem Grund untersuchen wir, welche Einheitsvektoren fiir p € Y
Elemente der Menge ¥(p) sind. Hierfiir benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 6.17. Seien ein Punkip € Y gegeben und zwei Indizes i, j € {1,...,n}
mit i # j. Weiter sei e’ € ¥(p), p; < b und 2 < 22 Dann gilt p; = b < u;.
i J

Beweis. Wegen ¢’ € ¥(p) gilt p € cl R(e?) (siehe (6.11)). Aus Theorem 6.6 folgt
wegen I(e’) = {j} und i # j somit

a:
b<p; <wu; oder pj—lgpiguiimFaHb<ui,

pi— < p; <wu; im Fall b > u;.

Auf Grund der Voraussetzung £t < Z—’ gilt demzufolge b < u; und b < p; < u;.
i J
Zusammen mit der Voraussetzung p; < b erhalten wir also p; = b < u;. O
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Weiter benétigen wir fiir die Betrachtung der erweiterten Losungsmengen noch
die folgende Definition.

Definition 6.2. Sei ein Punkt p € Y gegeben und sei
J(p> = {Z € {17 s ,TL} tpi < min{b, Mai}}

die Indexmenge aller zuldssigen Finheitsvektoren, welche keinen schlechteren
Zielfunktionswert als 0 € X haben. Sei weiter

J(p):J1U...UJN,N§TL

eine Partitionierung der Indexmenge J(p) in disjunkte Teilmengen. Diese Par-
titionierung heifit geordnet, wenn fir alle Indizes i,5 € J(p) miti € Jg, j € J;
und 1 < s <t < N die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Bs ist 20 = 2i genau dann, wenn s =t gilt.

a; a]

2. Esist 2 < P gepau dann, wenn s < t gilt.

a; aj

Mit Hilfe von Lemma 6.17 und Definition 6.2 kénnen wir nun ermitteln, welche
Einheitsvektoren in der erweiterten Losungsmengen fiir einen Punkt p € Y
liegen.

Theorem 6.18. Sei ein Punkt p € Y gegeben und sei J(p) # (0. Weiter sei
J(p) =J1U...UJy eine geordnete Partitionierung der Indexmenge J(p).

1. Angenommen es ezistiert ein Index | € {1,...,N} mit p; = b < u; fir
alle Indizes © € Js und alle s < l. Weiter existiere ein Index j € J; mit
p; < b oder b =wu;. Dann gilt

{i:ecP¥p)}=JU...UJ.

2. Angenommen es gilt p; = b < u; fir alle Indizes i € J(p). Dann ist
{i: e eW(p)}=J).

Beweis. 1.) Sei p € Y. Angenommen es existieren Indizes | € {1,..., N} und
J € Jiy mit p; < boder b = u; und mit p; = b < w; fiir alle Indizes 7 € J, und
alle Indizes s < [. Wir zeigen nun {i : ¢! € ¥(p)} =4 U...UJ.

,» 2 “ Seien beliebige Indizes s € {1,...,{} und i € J, gegeben. Wir wollen
pecR() = {peY: p;<min{Ma;b},

Pk = pia—k fiir alle k # ¢ mit ug < b,
.y

7

pE > min{b,pia—k} fiir alle k& # ¢ mit ug > b}
a

i
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zeigen (siehe auch Theorem 6.6). Die Bedingungen p; < Ma; und p; < b folgen
aus der Voraussetzung i € J; C J(p). Wir untersuchen nun die Bedingungen fiir
die Indizes k # i. Hierfiir unterscheiden wir die Félle k ¢ J(p), k € J; mit t < s
und k£ € J; mit ¢t > s.

Angenommen es gilt k& ¢ J(p). Auf Grund der Definition von J(p) und wegen
i € J(p) ist dann b < pi < wuy oder pz%’j < May, < pr < ug. Es liegt also der
Fall b < uy, vor und die Bedingungen sind erfiillt.

Angenommen es gilt k € J; mit ¢t < s. Dann gilt py = b < up wegen t < s <1
und auf Grund der Wahl des Index [, d.h. die entsprechenden Bedingungen sind
wiederum erfiillt.

Angenommen es gilt k£ € J; mit ¢t > s. Da eine geordnete Partitionierung von
J(p) vorliegt, gilt somit p;/a; < pg/ax. Somit sind auch in diesem Fall die
entsprechenden Bedingungen erfiillt.

Demzufolge gilt p € cl R(e?) und somit ¢! € ¥(p). Da die Indizes i, s beliebig
gewahlt wurden, gilt also

{i: ee¥(p)}DU...UJ.

, C “ Angenommen es existiert ein Index i € {1,...,n} mit ¢’ € ¥(p) und
i ¢ JyU...UJ;. Dann folgt p € cl R(e’) aus der Annahme ¢! € ¥(p). Somit
gilt p; < b und p; < Ma,; (sieche Theorem 6.6). Es ist also ¢ € J(p). Wegen
i ¢ JyU...UJ; existiert also ein Index r > [ mit ¢ € J,. Da eine geordnete
Partitionierung von J(p) vorliegt und [ < r ist, gilt also p;/a; < p;/a; fiir alle
Indizes j € J;. Auflerdem ist p; < b fiir alle Indizes j € J, wegen J; C J(p).
Demzufolge erhalten wir b = p; < u; fiir alle Indizes j € J; (siehe Lemma 6.17).
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Wahl des Index I.
Somit gilt also

{i: ee¥(p)}=2U...UlJ.

2.) Sei p € Y. Wir nehmen nun an, es gilt p; = b < u; fiir alle Indizes i € J(p).
Wir zeigen nun {i : e’ € ¥(p)} = J(p).

Sei ein beliebiger Index i € J(p) gegeben. Fiir diesen Index wollen wir nun
p € clR(e') zeigen. Wir iiberpriifen also fiir alle Indizes j € {1,...,n} die
entsprechenden Ungleichungen (siehe Theorem 6.6).

Aus i € J(p) folgt die gewiinschte Ungleichungen p; < min{Ma,;,b}. AuBerdem
gilt p; = b < u; fiir alle Indizes j € J(p), d.h. auch fiir diese Indizes gelten die
entsprechenden Bedingungen. Sei nun j ¢ J(p) beliebig. Dann gilt b < p; < u;
oder p;gt < Maj < p; < uy, d.h. auch fiir die Indizes j ¢ J(p) gelten die
gewiinschten Bedingungen. Demzufolge ist p € cl R(e?) und somit ¢’ € ¥(p). Da
der Index i € J(p) beliebig gewihlt wurde, gilt also

{i: e e¥(p)}2J(p).

Die umgekehrte Inklusion ist trivial (siehe auch Lemma 6.16). O

109



Wir kénnen nun die Aussagen von Theorem 6.18 nutzen, um die erweiterten
Losungsmengen W(p) zu bestimmen.

Theorem 6.19. Seip € Y. Dann gelten die folgenden Aussagen.

1. Ist J(p) = 0, so gilt ¥(p) = {0}.
2. Sei J(p) # 0 und sei p; = b < u; fir alle Indizes i € J(p). Dann gilt

U(p) ={e': ieJ(p)yu{o}.

3. Sei J(p) # 0 und sei J(p) = J1U...U Jy eine geordnete Partitionierung
von der Menge J(p). Weiter seienl € {1,..., N} und jo € J; Indizes mit
Dj, < b oder b =u;, und mit p; = b < u, fir alle i € Js und alle s <.

(a) Angenommen es gilt auflerdem Maj, = pj,. Dann ist
U(p)={e':ic u..UJtu{reX: I(z) CJ, p'x <byU{0}.
(b) Gilt p;, < May,, so ist

Up)={e:icu...uJ}U{zec X\{0}: I(z)CJ, p'x <b}.

Beweis. 1.) Sei J(p) = 0. Dann gilt ¥(p) = {0} C ¥(p) (siche Lemma 6.13,
Lemma 6.16). Wegen Lemma 6.16 und Theorem 6.18 kann auBerdem die Menge
U (p) kein weiteres Element enthalten. Somit ist ¥(p) = {0}.

2.) Sei J(p) # @ und sei p; = b < w; fiir alle Indizes ¢ € J(p). Dann folgt
U(p) D {e’: i € J(p)} aus Theorem 6.18. AuBerdem soll 0 € W¥(p) gezeigt
werden.

Wegen b = p; < u; fiir alle Indizes ¢ € J(p) und wegen min{Ma;,b} < p; < u;
fiir alle Indizes i ¢ I(p) gilt R(0) # 0 (siehe Theorem 6.5) und p € cl R(0) (siehe
Formel (6.8)). Demzufolge ist also ¥(p) 2 {e': i € J(p)} U{0}.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Sei also ein beliebiger Punkt 0 #
x € U(p) gegeben. Dann gilt e € W(p) fiir alle Indizes i € I(z) (Lemma 6.16).
Hieraus folgt nun I(x) C J(p) (siehe z.B. Theorem 6.18). Wegen der Vorausset-
zung gilt demnach p; = b fiir alle Indizes ¢ € I(x). Wir erhalten somit

plez=>b Z z; <b, dh.xc{e: icJ(p)}
i€l(x)
Demzufolge ist also ¥(p) = {e’: i € J(p)} U {0}.

3) Sei J(p) # 0 und sei J(p) = J1 U...U Jy eine geordnete Partitionierung von
der Menge J(p). Weiter seien [ € {1,..., N} und j € J; Indizes mit p; < b oder
b = u; und mit p; = b < u, fiir alle 7 € J; und alle s <.
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Dann gilt ¥(p) D {e’: i € J; U...UJ;} wegen Theorem 6.18. Weiter miissen
wir zeigen, dass

U(p) D{z e X\{0}: I(x)CJ;, p'a<b}

gilt. Sei also ein beliebiger Punkt z € X\ {0} gegeben mit I(x) C J; und p'x <
b. Weiter wihlen wir ein ig € I(z). Wir miissen also nun p € cl R(x) zeigen.
Hierzu verwenden wir die Formel in Theorem 6.6.

Die Bedingungen p € Y, p;, < Ma;, und xp < b folgen aus der Wahl von z.
Wir iiberpriifen nun die Bedingungen fiir alle Indizes i € {1,...,n}.

Wegen I(x) C J, und Definition 6.2 gilt p;/a; = p;, /ai, fir alle Indizes i € I(x).
Fiir alle Indizes ¢ ¢ J(p) gilt min{b, Ma;} < p; und somit b < p; < u; oder
Dio (ZO < Ma; < p; <u; wegen ig € J; C J(p).

Fiir die Indizes ¢ € J; mit s <[ gilt p; = b < u; auf Grund der Wahl der Index
l.

Fiir alle Indizes ¢ € Js mit s > 1 gilt p;,/a;, < pi/a; (siche Definition 6.2) und
somit p;, C%O <pi <uy.

Demzufolge ist also z € ¥(p). Somit haben wir bisher
Up)D{e':icjU...uJ}u{zec X\{0}: I(z) C J, pTJ;Sb}
gezeigt.

Angenommen es existiert ein Punkt 2 € ¥(p) mit x # 0 und
c¢{e:ic U UL U{zeX: z#0, I(z) CJ, p'a<b}.

Auf Grund von z € ¥(p) und = # 0 gilt nun e’ € ¥(p) fiir alle Indizes i € I(x)
(Lemma 6.16). Mit Theorem 6.18 erhalten wir somit I(z) C J; U...U J;. Auf
Grund der Annahme existiert somit ein Index ig € I(x)\J; und ein Punkt 2’ # 0
mit o = e’ + . Dabei ist I(2') C I(x) C J1U...UJ;. Wegen iy ¢ Jj ist ig € J,
fiir ein s < I. Auf Grund der Voraussetzung gilt also p;, = b. Wir erhalten nun

b>p z=pi,+p'a’=b+p'2’ undsomit p'az’=0.

Es ist also p; = 0 fiir alle Indizes ¢ € I(z). Dann ist aber p;/a; = 0 minimal fiir
alle ¢ € I(z), d.h. es ist I(z') C J; (siehe Definition 6.2). Da aber 1 < s < [ ist,
ist dies ein Widerspruch zur Voraussetzung pr, = b > 0 fiir alle Indizes k € J;.
Damit haben wir

T(p)\{0}={e': ie JU...UJ}U{ze X\{0}: I(z)C J;, p'z <b}

gezeigt. Weiter sei jo € J; ein Index mit p;, < b oder b = w;,. Wir zeigen nun,
dass 0 € ¥(p) und somit p € cl R(0) genau dann gilt, wenn Maj, = pj, ist.
Dazu verwenden wir Theorem 6.5 und Formel 6.8.

Sei 0 € ¥(p). Dann gilt Ma;, < pj, wegen R(0) # () und Ma;, > pj, wegen
Jjo € J(p). Also ist Ma;, = pj,.
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Sei Maj, = pj,- Dann sind die Bedingungen min{b, Ma;} < p; < u; und (b < u;
oder Ma; < wy;) fir alle Indizes ¢ = 1,...,n zu zeigen. Diese Bedingungen
gelten offensichtlich fiir alle Indizes ¢ ¢ J(p) und fur alle Indizes ¢ € J(p) mit
b = p; < u;. Wir betrachten also nun alle Indizes ¢ € J(p), fir welche p; < b
oder p; = b = u; gilt und somit i € J; mit ¢ > [ (siehe Wahl des Index [). Wegen
Definition 6.2 folgt hieraus pj,/a;, < p;/a;. Wir erhalten demzufolge

M="bh Py wegen i € J(p)
Qjo a;

und somit Ma; = p;. Also sind auch fiir diese Indizes die Bedingungen erfiillt.
Folglich gilt 0 € ¥(p).

Somit haben wir nun alle Aussagen des Theorems gezeigt. O

Beispiel 6.3. Seienn =2, a = (1,2)",b=4, M =6, 8= (1,1)" und sei

u=(55)".

P2y Seip=(2,4)7. Dann gilt J(p) = J1 =
{1,2}. Somit ist U(p) = {e',e?}. Sei

4t p = (3,4)T. Dann gilt J, = {2} und

Jo = {1}. Wegen p1 < b und p1 <
May folgt somit W(p) = {e!,e?}. Sei

p = (4,4)7. Dann gilt J(p) = {1,2}
und pr = b < uy, po = b < us. Somit
ist U(p) = {0,el,e?}.

4 D1

6.6 Losungsfunktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Losungsfunktionen fiir das Problem der
unteren Ebene

ymax {E(p,z)=(p—c)'z: peY, € U(p)}. (6.12)

Da die Losungsmenge im allgemeinen mehr als ein Element besitzen, fithren wir
wiederum optimistische und pessimistische Losungsfunktionen ¢, : ¥ — R und
¢p © Y — R ein (siche Kapitel 2.5). Dabei ist jedoch zu beachten, dass nun
maximiert statt minimiert wird. Wir definieren die Losungsfunktionen also nun
als

o(p) := max F(z, und = min FE(x,p). 6.13
bo(p) Jnax (z,p) ¢p(p) i (z,p) (6.13)

Da wir die Losungsmengen mittels Algorithmus 6.1 angeben kénnen, kénnen
wir also bereits fiir alle Punkte p € Y die Werte ¢,(p) und ¢,(p) berechnen. Da
die Losungsmengen jedoch mitunter sehr viele Elemente enthalten kénnen, ist
es sinnvoll die Menge der zu betrachtenden Punkte zunéchst zu reduzieren.
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Theorem 6.20. Sei ein Punkt p € Y gegeben. Sei weiter

JT(p) = {i: e €U(p), pi—c; >0} und
J(p) = {i: e €U(p), pi—c; <0}
Dann ist
I;lg){({E(m,p) c I(x) CJY(p), € W(p)}  falls J*(p) #0
$o(p) =4 O 4 , falls J*(p) =0, 0 € ¥(p)
max{E(¢',p) : ' € ¥(p)} falls J*(p) =0, 0 ¢ ¥(p)
und
;réi)l}{E(x,p) s I(x) CJ(p), z € ¥(p)} falls T~ (p) # 0
¢p(p) =14 0 , 4 falls J=(p) =0, 0 € ¥(p)
miin{E(ez,p) s et eV(p)} falls 7= (p) =0, 0 ¢ U(p).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den optimistischen Fall. Fiir den pessi-
mistischen Fall ist der Beweis analog.

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Wir unterscheiden nun 3 Fille.

1. Fall: Sei J*(p) # 0. Dann existiert ein Index ig € JT(p). Fiir diesen gilt
E(e%,p) > 0. Demzufolge ist ¢,(p) > E(e",p) > 0. Auf Grund der Gege-
nannahme existiert kein Punkt 2/ € ¥(p) mit I(z') € J*(p) und ¢,(p) =
E(z2,p). Es existiert demzufolge ein Punkt = € ¥(p) mit ¢,(p) = E(z,p) und
I(z) & J*(p). Fiir diesen gilt somit E(z,p) = 3,y () zi(pi — i) > 0. Wegen
I(z) € J*(p) ist die Indexmenge I(x) somit die Vereinigung von zwei disjunk-
ten, nichtleeren Teilmengen I, I, wobei

L:={iel(zx): pp—¢; >0} und L:={iel(zx): pj—c <0}
sei. Dann gilt fiir die Punkte
b= Z xiei und 2% = Z miei
el ic€ls

xl 2% € X\{0} und somit z',2% € ¥(p) (Lemma 6.11). Wegen E(z%,p) < 0
und E(z,p) = E(z!',p) + E(2?,p) folgt hieraus
E(z',p) = B(z,p) — E(z*,p) > E(z,p) = do(p)

und somit E(x!,p) = ¢,(p). AuBerdem ist ¢! € U(p) fiir alle Indizes i € I(x!)
und somit I; = I(z') C J*(p). Dies ist aber ein Widerspruch zur Gegenannah-
me.

2. Fall: Sei J™(p) = 0 und 0 € ¥(p). Dann gilt ¢,(p) > FE(0,p) = 0. Auf Grund
der Gegenannahme ist also ¢,(p) > 0. Somit existiert ein Punkt « € ¥(p)\{0}
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mit E(x,p) = ¢o(p) > 0. Wegen E(x,p) = Ziel(m) x;(p; — ¢;) > 0 existiert
somit ein Index i € I(x) mit ¢’ € ¥(p) (Lemma 6.12) und p; — ¢; > 0. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Voraussetzung J*(p) = 0.

3.Fall: Sei J*(p) = 0 und 0 ¢ ¥(p). Dann gilt p; — ¢; < 0 fiir alle Indizes
i€ {l,...,n} mit e € ¥U(p). Sei nun = € ¥(p) beliebig. Dann ist I(z) # 0
wegen 0 ¢ U(p) und es gilt e’ € ¥(p) fiir alle Indizes i € I(z) (Lemma 6.12).
Hieraus folgt nun

E(z,p) = Z zi(pi —ci) < (pi — i) = E(e',p)  fiir alle i € ().
iel(x)

Somit ist

$o(p) = max E(z,p) = max{E(e’,p) : ¢’ € ¥(p)}.
z€V¥(p) ¢

O

Wir konnen nun die Werte ¢,(p) und ¢,(p) berechnet, ohne erst die gesamte
Menge ¥(p) bestimmen zu miissen. Im Fall J*(p) = @ im optimistischen Fall
bzw. J~ (p) = 0 im pessimistischen Fall ist dies trivial, da die optimalen Einheits-
vektoren einfach berechnet werden kénnen (Lemma 6.13). Im Fall J T (p) # 0 im
optimistischen Fall bzw. J~(p) # @ im pessimistischen Fall kénnen wir Algo-
rithmus 6.1 verwenden, wobei die Menge J(p) durch J*(p) bzw. J~ (p) ersetzt
wird.

Als néchstes werden wir die schwachen Losungsfunktionen untersuchen.

6.7 Die schwachen Lésungsfunktionen

Die schwachen Losungsfunktionen ¢, : Y — R und ¢, : Y — R sind definiert
durch

qbo(po) = limsup ¢,(p) und ép(po) = limsup ¢,(p) (6.14)
peY, p—p° peY, p—p°

fiir alle Punkte p° € Y (siehe Definition 2.6). Diese Funktionen sind oberhalb-
stetig (Theorem 2.4) und es gilt

bo(p) = do(p) und  G,(p) > dp(p) (6.15)

fiir alle Punkte p € Y. (Beachte: Es wird in Aufgabe (6.12) maximiert statt mi-
nimiert.) Sowohl fiir die schwache optimistische als auch fiir die schwache pessi-
mistische Losungsfunktion kénnen wir alternative Beschreibungen angeben, z.B.
mit Hilfe von Mengen ¥, (p) bzw. ¥, (p) (sieche Theorem 2.6) oder unter Verwen-
dung von optimistischen bzw. pessimistischen Auswahlfunktionen (siche Theo-
rem 3.3, (3.12), (3.13)). Im folgenden geben wir solche Berechnungsméglichkei-
ten fiir die schwachen Losungsfunktionen an.
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6.7.1 Die schwache optimistische Losungsfunktion

Wie wir schon gesehen haben, kann die schwache optimistische Losungsfunktion
mit Hilfe einer optimistischen Auswahlfunktion oder mit Hilfe der Mengen ¥, (p)
berechnet werden. Hier werden wir jedoch einen anderen Zugang wéhlen. Auf
Grund von Lemma 2.9 und Formel (2.20) gilt fiir alle Punkte p € Y

(bo(p) = max E(.’E,p). (616)

z€¥(p)

Da wir mit Theorem 6.19 fiir jeden Punkt p € Y die zugehorige erweiterte
Losungsmenge ermitteln konnen, kénnen wir also bereits fiir alle Punkte p € Y
den Wert ¢,(p) berechnen. Da die erweiterten Losungsmengen jedoch mitunter
sehr viele Elemente enthalten, ist es sinnvoll die Menge der zu betrachtenden
Punkte in Analogie zu Theorem 6.20 zunéichst zu reduzieren.

Theorem 6.21. Sei ein Punkt p € Y gegeben. Sei weiter

Jr(p):={i: e € ¥(p), p; —¢; > 0}.

Dann st
max{E(z,p) : I(x) S J*(p), w € W(p)} falls J*(p) # 0
do(p) =14 0 ‘ o falls J*(p) =0, 0 € U(p)
max{F(e",p): e € ¥U(p)} falls J*(p) =0, 0 ¢ U(p).

Beweis. Angenommen die Behauptung gilt nicht. Wir unterscheiden nun 3 Félle.

1. Fall: Sei J*(p) # (. Dann existiert ein Index iy € J¥(p). Fiir diesen gilt
E(e%,p) > 0. Demzufolge ist ¢,(p) > E(e%,p) > 0. Auf Grund der Gege-
nannahme existiert kein Punkt 2/ € ¥(p) mit I(z') € JT(p) und ¢,(p) =
E(2',p). Es existiert demzufolge ein Punkt x € ¥(p) mit ¢,(p) = F(z,p) und
I(x) ¢ J*(p). Fiir diesen gilt somit E(z,p) = 2ier() ilpi — ¢i) > 0. We-
gen I(z) ¢ J*(p) ist die Indexmenge I(z) folglich die Vereinigung von zwei
disjunkten, nichtleeren Teilmengen I, I, wobei

L ={iel(z): pp—c¢; >0} und L:={iel(x): p, —¢; <0}
sei. Dann gilt fiir die Punkte
zl = Z ziet  und  z? = Z zie'
el i€ls

xl 2% € X\{0} und somit x!,2% € ¥(p) (Lemma 6.16). Wegen E(z%,p) < 0
und E(z,p) = E(z!,p) + E(2?, p) folgt hieraus

E(z',p) = E(z,p) — E(z*,p) > E(z,p) = ¢0(p)
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und somit E(z!,p) =
und somit I = I( b
me.

2. Fall: Sei J*(p) = () und 0 € ¥(p). Dann gilt ¢,(p) > E(0,p) = 0. Auf Grund
der Gegenannahme ist also ¢,(p) > 0. Somit existiert ein Punkt = € ¥(p)\{0}
mit E(x,p) = ¢o(p) > 0. Wegen E(z,p) = Eiel(m) zi(pi — ¢;) > 0 existiert
somit ein Index i € I(x) mit e’ € ¥(p) (Lemma 6.16) und p; — ¢; > 0. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Voraussetzung J*(p) = ().

3.Fall: Sei J*(p) = 0 und 0 ¢ WU(p). Dann gilt p; — ¢; < 0 fiir alle Indizes
i€ {l,...,n} mit e/ € ¥(p )- Sei nun x € U(p) beliebig. Dann ist I(x) # 0
wegen 0 ¢ WU(p) und es gilt €' € U(p) fiir alle Indizes i € I(x) (Lemma 6.16).
Hieraus folgt nun

). AuBlerdem ist e! € U(p) fiir alle Indizes i € I(z!)

Golp
C JT(p). Dies ist aber ein Widerspruch zur Gegenannah-

E(x,p) = Z xi(pi —ci) < (pi—¢) = E(ei,p) fiir alle ¢ € I(z).

iel(x)
Somit ist - o
Bolp) = max B(r,p) = max{E(c',p) : ' € ¥(p)}.
z€¥(p)
O

6.7.2 Die schwache pessimistische Losungsfunktion
Die pessimistische Losungsfunktion kann mit Hilfe der Formel

¢p(p) = max E(z,p) (6.17)

1‘6‘1’()

berechnet werden (siche Theorem 2.6). Dabei waren fiir alle Punkte p € Y die
Mengen ¥, (p) wie folgt definiert.

Es gilt fiir alle Punkte p € YV
U,(p):={zeX: pecP(z)} (6.18)
(siehe (2.19)), wobei die Mengen P(z) fiir alle Punkte € X durch

P(x) :=={p € R(x) : ¢p(p) = E(z,p)} (6.19)

gegeben sind (siehe Definition 2.4). Wir miissen also zunéchst die Mengen
cl P(z) fiir alle Punkte € X ndher untersuchen.

Lemma 6.22. Sei min{b, Ma;} < w; fiir alle Indizes i =1,...,n. Dann gilt

cl P(0) = cl R(0).
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Beweis. Wegen P(0) C R(0) gilt offensichtlich ¢l P(0) C clR(0). Sei nun
min{b, Ma;} < u; fiir alle Indizes i = 1,...,n. Dann gilt

int R(0) = {p € R" : min{b, Ma;} < p; <u; furallei=1,...,n}

(sieche Bemerkungen nach Theorem 6.7). Somit gilt ¥(p) = {0} wegen Lem-
ma 6.13 und demzufolge auch p € P(0) fiir alle Punkte p € int R(0). Also ist
int R(0) € P(0). Da offenbar clint R(0) = cl R(0) gilt (siehe (6.8)), ist somit

cl R(0) C ¢l P(0). Demnach gilt die Behauptung des Lemmas. O

Wir fithren nun zunéchst fir alle Indizes i = 1,...,n und alle t € {1,...,5;}
die Grofe e

I;(t) := min{Ma;,b/t,u;, min —2-= 6.20

(1) = min{Ma b/t v, i 29 (6.20)

ein. Dies ist die kleinste obere Schranke von p; fiir alle p € R(te'). Es gilt
also p; < [;(t) fiir alle p € R(te') bzw. fiir alle p € cl R(te’), wobei der Wert
in mindestens einem Punkt angenommen wird (siehe (6.9), Theorem 6.6 und
Lemma 6.9).

Lemma 6.23. Seien i€ {1,...,n} und t* € {1,...,5;} beliebig. Dann gilt
cl P(t*e) C {p € cl R(t*e") : min{c;,b/(t* + 1)} < p; im Fall t* < f3;
¢ > pi im Fall t* > 1}. (6.21)

Ist auflerdem noch einer der Fille

1.t =6
2. t* =1 < B; und min{c;,b/(t* + 1)} < 1;(t%)
3. 1 <t* < f; und min{c;,b/(t* + 1)} < min{l;(t*), ¢}

erfillt, so gilt Gleichheit. Es ist in diesen Fillen also

c P(t*e’) = {p € clR(t*e") : min{c;,b/(t* + 1)} < p; im Fall t* < f3;
ci > pi im Fall t* > 1}.

Beweis. ,, C “: Sei p € P(t*e?). Dann gilt p € R(t*e’) wegen (6.19) und somit
t*e’ € U(p). Aus Lemma 6.11 und Lemma 6.12 folgt nun

U(p) D {te': te{l,...,5}, tp; <b}.

Wegen p € P(t*e) gilt somit E(t*e?,p) < E(te’,p) oder tp; > b fiir alle natiirli-
chen Zahlen t € {1,...,5;}.

Da fiir alle t < t* die Ungleichung tp; < t*p; < b gilt wegen p € R(t*e;), ist also
E(t*el,p) < E(te!,p) fiir alle t < t*. Dies entspricht

t(pi—ci) < Hpi—a)
t"—t)(pi—c) < 0, dh p; <c; wegent <t*.
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Es ist also p; < ¢; im Fall 7> 1. Ar_lgenommen es ist t* < B; und p; < ¢;. Dann
gilt offensichtlich E(t*e’, p) > E(te’, p) fiir alle Zahlen ¢t > t*. Somit gilt b < tp;
fiir alle Zahlen ¢ > t*, d.h.

b< (" +1)pi < ... < Bipie
Ist also t* < (;, so muss p; > ¢; oder p; > b/(t* + 1) gelten. Demzufolge ist

P(t*e’) C{p e clR(t*e"): b/(t* +1) < p; oder ¢; < p; im Fall t* < f3;
¢; > p; im Fall t* > 1}. (6.22)

Somit gilt die Inklusion ,, C “ fiir die AbschlieBungen der Mengen.

, 2 “ Die umgekehrte Inklusion zeigen wir nur fiir die angegebenen Félle. Sei
nun
. 0 im Fall t* = f3;
! min{c;, b/(t* + 1)} im Fall t* < §;
und
. L;(t*) im Fall t* =1
z min{c;,;(t*)} im Fall t* > 1
Wie man nun leicht iiberpriifen kann, sind die angegebenen Félle genau dieje-
nigen Fille, fiir welche 0 < {3 < Iy < ;(t*) gilt.

Sei nun pY € clR(t*e') beliebig mit p? < ¢; im Fall t* > 1 und mit p{ >

min{c;, b/(t* + 1) im Fall t* < §;. Wir verwenden nun Lemma 6.9 mit den
angegebenen Zahlen [y < Is.

Dann existiert eine Folge {p*} C int R(t*e?) mit limg_ o, p* = p° und mit p¥ €
(l1,12) fur alle k. Aus Folgerung 6.14 und Lemma 6.12 folgt dann

t*et € U(ph) = {e,2¢", ..., txe’} mit ¢ :=max{t e N: t < f;, tp¥ <b}.
Fiir den Fall ¢* = 1 erhalten wir nun t; = 1 = t* oder ¢; < p¥ fiir alle k.
Fiir den Fall t* > 1 gilt p¥ < ¢; und ¢, = t* fiir alle k wegen p¥ € (I1,12).

Hieraus folgt nun E(t*e’, p¥) < E(te?,p*) fiir alle t = 1,...,t; und fiir alle k.
Somit gilt {p¥} C P(t*e'), d.h. es ist p° € cl P(t*e’). Demzufolge gelten die
Behauptungen des Lemmas. O

Bemerkungen: Wir kénnen nun also fiir einen Teil der Punkte x = t*e’ die zu-
gehorige Menge cl P(x) berechnen. Fiir alle anderen Punkte = t*e’ kénnen wir
Eigenschaften der Mengen cl P(z) angeben mit Hilfe von der Inklusion (6.21).
Ist z.B. die rechte Menge in (6.21) leer, so ist auch die Menge cl P(x) leer.
Auflerdem erhalten wir aus Lemma 6.23 die folgende Folgerung.

Folgerung 6.24. Sei x = t*e! mit t* < 3; und mit

min{c;,b/(t* + 1)} = L;(¢*) im Fall " =1 bzw. mit
min{c;, b/(t* + 1)} = min{l;(t*),¢;}  im Fall t* > 1.
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Dann ist cl P(z) C {p € cl R(x) : p; = ¢;}.

Sei weiter cl P(z) # (0. Dann ist E(t*e',p) = 0 fiir alle p € cl P(x). Auferdem
existiert fir alle p € cl P(x) ein

t:=max{t € N: t <, tp; < b} > t*

mit p € cl P(te') und E(t*e!,p) = 0 = E(te’, p).

Beweis. Fiir den Fall ¢l P(z) = ) sind die Aussagen der Folgerung offensichtlich.
Sei also ¢l P(x) # ). Dann ist auch P(z) # 0. Aus (6.22) folgt somit

b/(t" +1) <p; <I1;(t") oder ¢; <p; <L;(¢t*) im Fall ¢* <p;
und p; <min{e;, [;(¢*)}  im Fall ¢*>1

fiir alle Punkte p € P(x) (siche auch Theorem 6.6). Fiir die angegebenen Fille
ist somit p; = ¢; < b/(t* + 1) fiir alle p € P(x). Somit gilt

cdP(x) C{pecR(x): p;, =ci}

Demzufolge ist offensichtlich E(z,p) = 0 fiir alle p € cl P(x).

Da also im Fall ¢l P(z) # () die Werte p; fiir alle Punkte p € ¢l P(z) konstant
sind, existiert der Wert £. Fiir £ gilt entweder p; > b/(f + 1) oder £ = ;. Wegen
t* < B; und p; < b/(t* + 1) ist somit t* < £. AuBerdem gilt p € cl R(te?) fiir
alle Punkte p € cl P(z) wegen p € cl R(t*e?) und #p; < b (siehe Theorem 6.6).
Somit erhalten wir p € cl P(fe?) fiir alle Punkte p € cl P(t*¢?) (Lemma 6.23).
Die Gleichung E(t*e!,p) = 0 = E(te’,p) fiir alle Punkte p € cl P(te?) ist offen-
sichtlich. O

Damit haben wir gezeigt, dass die in Folgerung 6.24 betrachteten x € X zur
Berechnung der Werte (ﬁp (p) eigentlich gar nicht nétig sind. Im folgenden werden
wir analoge Ergebnisse fiir alle z € X angeben, fiir welche wir die Menge cl P(x)
noch nicht berechnet haben.

Wir beginnen unsere weiteren Betrachtungen mit dem Nullvektor.

Lemma 6.25. Sei min{Ma;,b} = u; fir einen Index i € {1,...,n} und sei
P(0) # 0. Dann gilt ¢; < min{Ma;,b}. Wir unterscheiden nun die folgenden
Fille.

1. Ist ¢; < min{Ma;,b}, so gilt c1 P(0) C cl P(e) und E(te’,p) > E(0,p)
fir alle p € c1 P(0).

2. Ist ¢; = min{Maj;, b}, so gilt c1 P(0) C cl P(t*e?) und E(t*et, p) = E(0,p)
fir alle p € cl P(0) mit t* := max{t € N: t < (;, tmin{Ma;,b} < b}.
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Beweis. Sei i € {1,...,n} ein Index mit min{Ma;,b} = u; und sei P(0) # 0.
Dann ist R(0) # () und somit Ma; = u; = p; < b fiir alle p € ¢l P(0). Weiter
gilt wegen R(0) # ()

b < u; oder Ma; = Mai& :pi& <wu; fir alle j # i und alle p € R(0).
a; a;
Wir erhalten somit P(0) C R(0) C R(e'). Wegen der Definition der pessimisti-
schen Losungsfunktion folgt hieraus nun 0 = E(0,p) < E(ef, p) fiir alle p € P(0)
und somit ¢; < p; = min{Ma;, b} fiir alle p € P(0).

1. Sei ¢; < min{Ma;,b}. Dann gilt offensichtlich /;(1) = min{Ma;, b} (siehe
(6.20)) und somit min{c;,b/2} < I;(1). Wir kénnen nun mit Lemma 6.23
die Menge cl P(e?) bestimmen. Es gilt

clP(e") =clR(e")N{p €Y : min{c;,b/2} < p; im Fall 1 < 3;}.

Wegen P(0) C cl R(e*) und wegen [;(1) = p; fiir alle p € P(0) folgt hieraus
P(0) C cl P(e%) und somit die Behauptung.

2. Sei ¢; = min{Ma,;, b} und sei t* := max{t € N: t < f;, tmin{Ma;,b} <
b}. Wegen p € R(e') und t*p; < b gilt dann p € R(t*e?) fiir alle p € P(0).
Also ist ¢l P(0) C cl R(t*e?). Weiter kann leicht ;(¢*) = min{Ma;,b} =
¢; gezeigt werden (siehe (6.20)). Wegen der Definition von ¢* gilt nun
entweder t* = (; oder ¢; = min{Ma,;, b} = [;(t*) > b/(t* + 1). In beiden
Fillen kann offensichtlich mit Lemma 6.23 die Menge cl P(t*e?) bestimmt
werden. Es ist

cl P(t*e’) = cl R(t*e")N{p € Y : min{c;,b/(t*+1)} < p; im Fall t* < 3;}.
Wegen P(0) C cl R(t*e') und wegen [;(t*) = p; fiir alle p € P(0) folgt
hieraus P(0) C cl P(t*e?) und somit die Behauptung.

Die angegebenen Gleichungen bzw. Ungleichungen sind nun offensichtlich. [

Die einzigen Punkte, welche wir bisher noch nicht betrachten haben, sind die
Punkte x € X mit card I(x) > 1. Bevor wir jedoch mit unseren Untersuchungen
beginnen, betrachten wir zunéchst das folgende Beispiel.

Beispiel 6.4. Sein=2,a=(1,2)",b=4, M =10, u = (5,5)" 3=(2,1)"
und ¢ = (1.5,3) 7. Wir betrachten nun den Punkt p°® = (4/3,8/3)T. Dann gilt

U(p°) = {e!, e?,e! +¢2,2¢'} = X\ {0}

(siehe Algorithmus 6.1). Fir diese optimalen Lésungen der unteren Ebene er-
halten wir die Funktionswerte

E(e',p°) = —1/6, B(e' +e2,p%) = —1/2,
E(e*p") =—-1/3 und FE(2',p°) = —1/3.
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Demzufolge ist p° € P(e! + €?) und somit e! + € € @p(po). Andererseits gilt
auf Grund von Lemma 6.23

cdP(2e') = {peY:p <15 min{4,2p} < po},
cP(e?) = {peY: py<4, min{4,py/2} <p1}.

Demzufolge ist p° € cl P(2e!) Ncl P(e?). Es gilt also {2e',e?, e + €2} C \f/p(po)
und somit wegen (6.17)

¢p(p°) = E(2e!,p°) = E(e?,p°) > E(e' +¢€?),

d.h. wir benétigen den Punkt e' + e? zwar zur Berechnung des Wertes ép(P°),
aber micht zur Berechnung des Wertes ¢,(p°).

Im n#chsten Lemma zeigen wir, dass wir eine analoge Aussage fiir alle Punkte
p €Y und alle x € X mit card I(z) > 1 treffen konnen.

Lemma 6.26. Seien Punkte p® € Y und x € (I\'p(po) gegeben mit card I(x) > 1.
Dann existiert fir jeden Index i € I(z) eine natiirliche Zahl t; € N mit

trel € U,(0°)  und  6,(p°) > E(tie',p") > B(x,p°).

Beweis. Sei ein x € X gegeben mit card I(z) > 1 und sei p° € cl P(z). Dann
existiert eine Folge {p*} C P(x) mit klim pF = p°. Sei nun

3

th .= mgx{t eEN: t < gy, tph < b} fiir alle Indizes ¢ € I(x) und k.

O.B.d.A. kénnen wir dabei annehmen, dass natiirliche Zahlen ¢ existieren mit
t: = t¥ fiir alle Indizes i € I(z) und k. Weiter folgt z € ¥(p*) aus {p*} C P(z)
und somit t¥e’ € W(p) fiir alle Indizes i € I(x) (siche Lemma 6.12). Demzufolge
ist p* € R(tie?) fiir alle Indizes i € I(x). Wegen der Wahl der t¥ folgt aus
Lemma 6.23 also p* € cl P(tfe) fiir alle Indizes i € I(x). Folglich gilt auch
p° € cl P(t}e?) fiir alle Indizes i € I(z).

Weiter gilt ¢,(p*) = E(x,p*) < E(tfe',p*) wegen {p¥} C P(z) und wegen
tret € U(p) fiir alle Indizes i € I(z) und k. Auf Grund der Stetigkeit der
Funktion E(-,-) folgt somit die Behauptung. O

Wir fassen nun unsere bisherigen Ergebisse im folgenden Theorem zusammen.

Theorem 6.27. Sei RX C X eine diskrete Menge bestehend aus den folgenden
Elementen:

0€ RX im Fall min{b,Ma;} <w; firalei=1,...,n
t(—;’i € RX m Fall lil(t) < l,’g(t)
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L (t) = 0 im Fallt = 3;
T min{eg, b/(t+ 1)y im Fallt < 3
und
min{Ma;,b/t, u;, v#r'nin<b ué—j“} im Fallt =1
JFiu; <

lig(t) =
min{c;, Ma;,b/t,u;, min ““}  4m Fall t > 1.

J#iu;<b 4
Fiir alle Punkte x ¢ RX und fiir alle p € cl R(x) existiert ein & € RX mit
pecP(z) wund E(z,p) < E(Z,p) < ¢p(p).
Bemerkungen:1.) Wenn wir die Bezeichnungen ;1 (¢) und [;52(¢) verwenden, so
erhalten wir aus Lemma 6.23
cl P(te’) = clR(te ) N{p €Y : p; € [lin(t); Li2(1)]} (6.23)

fiir alle Punkte te! € RX\{0}.
2.)Fiir den Fall 8= (1,1,...,1) " gilt stets I;;(1) = 0 < l;2(1). Somit ist dann

RX = {0,e',¢?...,¢"} falls min{Ma;,b} < u; ist firallei =1,...,n

RX = {e,e?,...,e"} falls ein Index 4 existiert mit min{Ma;, b} > u;.

Fiir alle Punkte p € Y sei im folgenden

fiap(p) :={z€RX: peclP(x)}. (6.24)
Dies entspricht offensichtlich
R,(p) = Uy (p) N RX. (6.25)
Dann gilt auf Grund von Theorem 6.27 fiir alle Punkte p € Y
op(p) = max E(z,p). (6.26)
zERY,(p)

Damit wurde die Anzahl der Punkte x € X, welche man fiir die Berechnung der
schwach pessimistischen Lésungfunktion ben6tigt, erheblich reduziert. Dabei ist
natiirlich die Berechnung der Mengen RV, (p) notig. Dies ist aber moglich, da
wir in Lemma 6.22 und Lemma 6.23 die entsprechenden Mengen cl P(x) angeben
konnten.

Wir betrachten hierfiir das folgende Theorem, wobei wir die Bezeichnungen ;1 (¢)
und l;2(t) aus Theorem 6.27 {ibernehmen.

Theorem 6.28. Sei p € Y gegeben. Dann besteht die Menge }/%Ep(p) aus den
folgenden Elementen

0¢ ﬁp(p) im Fall 0 € W¥(p) mit min{Ma;,b} < u; fir allei=1,...,n,
te' € ﬁp(p) im Fall te' € U(p) mit te' € RX und p; € [Li1(t); lia(t)].
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Beweis. Laut Definition (6.24) ist genau dann 0 € ]/%Ep(p), wenn 0 € RX und
p € cl P(0) gelten. Dabei gilt wegen Theorem 6.27 0 € RX genau dann, wenn
die Bedingung min{Ma;,b} < w; fir alle i = 1,...,n erfiillt ist. Weiter ist
cl P(0) = cl R(0) im Fall 0 € RX (Lemma 6.22), d.h. die Aussagen 0 € ¥(p)
und p € cl P(0) sind zueinander dquivalent. Demzufolge gelten fiir x = 0 die
Aussagen des Theorems.

Sei x = te'. Dann gilt laut Definition (6.24) genau dann = € ]/%Ep(p), wenn z €
RX ist und p € cl P(z). Dabei entspricht x € RX der Bedingung ;1 (¢) < l;2(t)
(Theorem 6.27). Weiter ist wegen (6.23)

Demzufolge gilt p € cl P(z) genau dann, wenn p; € [l;1(¢); li2(t)] und p € cl R(x)
und somit x € W(p) ist. Somit gelten fiir x = te* die Aussagen des Theorems.

Weitere Elemente kénnen nicht in der Menge @p(p) liegen auf Grund von
(6.24) und der Definition der Menge RX. O

Da wir nun die Mengen @p(p) bestimmen koénnen fiir alle Punkte p € Y,
koénnen wir also mit Hilfe der Formel (6.26) die schwache pessimistische Losungs-
funktion

¢p(p) = max E(z,p)
zERY,(p)

berechnen. Wir demonstrieren dies am folgenden Beispiel.
Beispiel 6.5. Sein=2,a=(1,2)",b=4, M =10, u = (5,5)" 8= (2,1)"

und ¢ = (1.5,3)T. Dann ist offensichtlich RX C {0,e', 2e!, e2}. Wir diberpriifen
also nun diese Elemente. Wegen b < ui, b < ug gilt 0 € RX. Weiter ist

Lhi(1) =15 < l12(1) = min{10,4,5} = 4, d.h. ' € RX
111(2) =0 < [112(2) = min{1.5,10,4,5} = 1.5, d.h. 2¢* € RX
loi(1) =0 < lga(1) = min{20,4,5} = 4, d.h. ¢* € RX.

Demzufolge ist also RX = {0,e!,2e!,e?}. Wir betrachten nun den Punkt p =
(1,2)". Dann erhalten wir mit Theorem 6.19 die erweiterte Losungsmenge

T(p) = {e!, 2e!, 2, e! + €2, 2e! + €2}
und somit RX N (p°) = {e',2¢et, e2}. Weiter gilt
p1 € [111(2); 112(2)] und p2 € [l21(1);122(1)] aber p1 € [111(1);112(1)].
Wegen Theorem 6.28 ist also ﬁp(p) = {2e!,e?}. Demzufolge erhalten wir

qu(p) = maX{E(Qel,p),E(eQ,p)} =max{-1,—-1} = —1.
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6.8 Die Mengen L(z) und L,(z)

Unser Ziel ist es, die Optimalitéitsbedingungen aus Theorem 2.8, Folgerung 2.10
und Folgerung 2.12 fiir das Assortment Pricing Problem (6.1) zu spezifizieren.
Um insbesondere Folgerung 2.10 anwenden zu kénnen, miissen wir jedoch zuvor
die Mengen

L(x) := 1oc1;1aX{E(x,p) : peclR(x)}

fir alle Punkte z € X bestimmen (siche (2.24)). Weiterhin bendtigen wir die
Mengen
L,(z) :=locmax{E(z,p): p € clP(z)}
P

fiir alle Punkte z € X (siehe (2.23)), um im pessimistischen Fall das Theorem 2.8
anwenden zu konnen.

Wir unterteilen dieses Kapitel somit wie folgt. Zunéchst bestimmen wir die
Mengen L(x) fiir alle Punkte € X. Danach untersuchen wir die Mengen L,(z)
fiir alle Punkte z € X.

6.8.1 Die Mengen L(7)

In diesem Abschnitt wollen wir die Mengen
L(z) := locmax{E(z,p) : p € clR(x)} (6.27)
P
fiir alle Punkte z € X bestimmen. Wir beginnen unsere Untersuchungen mit
dem Punkt 0 € X.

Angenommen es gilt R(0) = §. Dann ist offensichtlich cl R(0) = () und somit
L(0) = 0. Sei also im folgenden R(0) # 0, d.h. es sei b < w; oder Ma,; < u; fiir
alle Indizes i = 1,...,n (siche Theorem 6.5). Dann gilt

L(0) = locmax{E(p,0): p € clR(0)}
P
= locmax{0: p € clR(0)}
= clR(0). (6.28)
Somit miissen wir nur noch die Mengen L(z) untersuchen mit = € X\{0}.

Theorem 6.29. Sei x € X und seiig € I(x) beliebig. Auflerdem sei p* € Y
ein Punkt mit

b-a; . Uit A . U, - a;
: = in{ M 109 2 ) > ) .
Pio win{ Maj, a'x Ticl(z) ay kel(g-l)l:%kgb ay }
pr o= pfoﬂ fir alle Indizes i € I(x)\{io}
Qi
pr = ug fiir alle Indizes k ¢ I(x).
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Dann, gilt p* € L(x). Weiter ist L(z) = {p € 1 R(x) : pi, = p},}, d.h.
_ . L @
L(z)={peY: p,=p; Viel(z), py € [piofauk] Vk & I(z): b= uk,
ig

P € [min{b,pfos—_k},uk] Vk ¢ I(x): b<ug}

20

Beweis. Wegen Theorem 6.6 gilt offensichtlich p* € cl R(x). Weiter gelten fiir
alle Punkte p € cl R(z) die Ungleichungen p;, < p;, und p;, = p; =2 fiir alle
Indizes i € I(x). Wir erhalten somit

E(z,p) = Z zi(pi — ¢i) = Z xi(pigc%i_ci)

io

i€l(x) icl(x)
< Z xi(pioaf —ci) = Z zi(p; — ¢i) = E(x,p")
i€l(z) ‘o icl(x)

fiir alle Punkte p € cl R(x). Folglich gilt

p* € argmax{E(x,p): p € clR(z)} C L(x).

Sei ein Punkt p € cl R(x) gegeben mit p;, < p; . Weiter sei h € R™ ein Punkt
mit h; = a; fiir alle Indizes ¢ mit p; < u; und mit h; = 0 fiir alle Indizes ¢ mit
pi = u;. Dann gilt hy, = a;, wegen p;, < pj < uj,.

Weiter erhalten wir p 4+ th € cl R(x) fiir alle hinreichen kleinen reellen Zahlen
t > 0 (sieche Theorem 6.6). Auflerdem ist E(z,p) < E(z,p + th) fir alle diese
Zahlen t > 0, d.h. der Funktionswert wichst in der Richtung h. Demzufolge gilt
p ¢ L(x). Hieraus folgt nun L(z) = {p € clR(x) : p;, = p},}. Zusammen mit
Theorem 6.6 erhalten wir somit

_ . L
Lz)={peY: p=p Vicl(z), py € [Pz‘oafk’“k] Vk ¢ I(x): b>ug,
0
. «
Dk € [mm{b,pioa—‘k},uk] Vi ¢ I(x): b<ug}
ig

O

Beispiel 6.6. Seienn =2, a = (1,2)T,b =4, M =6, 3 = (1,1)" und
u = (5,5)". Dann gilt wegen Theorem 6.29 und (6.28)

L(0) {(peR?:4<p; <5, 4<py <5}

LYy = {peR?: py =4, pp € [4,5]}

L(e*) = {peR’: py€2,5], pp =4}
L' +e?) = {peR?*: p; =4/3, po =8/3}.
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6.8.2 Die Mengen L,(z)

In diesem Kapitel wollen wir die Mengen

Ly(z) = locgnax{E(a:,p) : peclP(x)} (6.29)

fiir alle Punkte € X bestimmen. Zunéchst untersuchen wir die Mengen L, (z)
fiir alle Punkte € RX, da wir fiir diese Punkte die Mengen cl P(x) explizit
angeben kénnen (siehe Lemma 6.22 und Lemma 6.23).

Im Fall 0 € RX gilt clR(0) = clP(0) # 0 (Lemma 6.22, Theorem 6.27).
Demzufolge ist

L,(0) = locgnax{E(p, 0): peclP(0)}
= locmax{0: p € clP(0)}
= clP(0) = clR(0). (6.30)

Sei nun # € RX mit x # 0. Dann existieren ein ¢t € N und ein Index i mit x = te’
und ;1 (t) < l;2(t), wobei wir die Bezeichnungen l;;(t), l;2(t) aus Theorem 6.27
itbernehmen. Fiir diese Punkte gilt das folgende Theorem.

Theorem 6.30. Sei ein Punkt x = te' gegeben mit x € RX. Dann gilt

L,(z)={pe€cR(z): p; =li2(t)},

min{Ma;,b/t,u;, min 1%} im Fallt =1

; a;
JFu;<b

min{c;, Ma;,b/t,u;, min 2} im Fallt > 1 ist.

" a;
JFu;<b T

Beweis. Wegen te' € RX gilt 1;1(t) < li2(t) (Theorem 6.27) und
cl P(te') = clR(te") N {p € Y : p; € [Lin(t);Lin(t)]}

(siehe (6.23)). Wir betrachten nun zunéchst einen Punkt p* € Y mit p} := l;2(¢)
und pj, := uy, fir alle Indizes k # i. Wegen

. O wia
lio <min{Ma;,b/t,u;, min 1"}
JFiu;<b a;

gilt dann offensichtlich p* € ¢l R(te’) (Theorem 6.6). Aus p} € [l;1(t); lia(t)] folgt
somit p* € cl P(te?). AuBlerdem erhalten wir

E(te',p) = t(pi — ¢i) < t(p} — i) = E(p*,2)
fiir alle Punkte p € cl P(te?). Folglich ist

p* € argmax{E(te’,p) : p € cl P(te’)} C Ly(te").
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Sei ein Punkt p € cl P(z) gegeben mit p; < pf = l;2(t). Weiter sei h € R™ ein
Punkt mit hy = a; fiir alle Indizes k mit pr < up und mit h, = 0 fiir alle Indizes
k mit pr = ug. Dann gilt h; = a; wegen p; < pf < u,.

Weiter erhalten wir p + eh € cl P(z) fiir alle hinreichen kleinen reellen Zahlen
e > 0 (siehe (6.23)). AuBerdem ist E(te’,p) < E(te’,p + ¢h) fiir alle diese
Zahlen € > 0, d.h. der Funktionswert wéchst in der Richtung h. Demzufolge gilt
p & Ly(te'). Hieraus folgt nun Ly(te’) = {p € cl R(z) : p; = l;a(t)}. O

Fiir einige Punkte z ¢ RX koénnen wir die Mengen cl P(x) nicht explizit ange-
ben, aber wir konnen dennoch Aussagen iiber die Mengen L, (z) treffen. Es gilt
fiir diese Punkte das folgende Lemma.

Lemma 6.31. Sei ein Punkt x ¢ RX gegeben und ein Punkt p® € Y, fiir welche
2 e Vy(p°),  ¢p(°) = E(w,p") und  p° ¢ Ly(x)

gilt. Dann existiert ein Punkt * € RX mat

re V(7). Gp(0") = B@.p") und p° ¢ Ly(z).
Beweis. Seien ein Punkt z ¢ RX gegeben und ein Punkt p° € cl P(x). Wir
nehmen nun an, dass p° ¢ L,(z) gilt. Wegen der Definition

L,(z) =locmax{E(x,p): p€clP(z)} (siehe (6.29))
existiert somit eine Folge {p*} C cl P(z) mit klim p* = p° und mit E(z,p*) >

E(x,p°) fiir alle k. Wegen Theorem 6.27 und da die Menge RX endlich ist,
konnen wir 0.B.d.A. annehmem, dass ein # € RX existiert mit {p*} C P(z)
und mit E(z,p*) > E(z,p") fiir alle k.

Wegen {p*} C P() gilt nun p° € P(z), d.h. 7 € @p(po). Somit ist auf Grund
der Voraussetzung
op(p?) = E(z,p°) > E(7,p°) (siehe (6.17)).
Demzufolge gilt also
E(z,p") > E(z,p") > B(z,p°) > E(z,1°)

fiir alle k. Hieraus folgt nun p° ¢ L,(Z). AuBerdem erhalten wir E(z,p®) =
E(z,p%) durch Berechnung des Grenzwertes fiir k — oco. Somit gelten die Aus-
sagen des Lemmas. O

6.9 Optimalitidtsbedingungen

In diesem Kapitel wollen wir die Optimalitdtsbedingungen fiir den optimisti-
schen und den pessimistischen Fall diskutieren. Dabei sollen die Bedingungen
aus Theorem 2.8, Folgerung 2.10 und Theorem 2.11 fiir das Assortment Pricing
Problem (6.1) spezifiziert werden.
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6.9.1 Der optimistische Fall

Fiir die schwach lokal optimistischen Losungen erhalten wir nun aus Folge-
rung 2.10 das folgende Theorem.

Theorem 6.32. Es ist p° e Jocmax{éoﬁp) : p € Y} genau dann, wenn p¥ €
L(x) gilt fiir alle Punkte x € ¥ (p®) mit ¢,(p°) = E(x, p°).

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Folgerung 2.10. O

Die Bedingungen des Theorems kénnen nun leicht iiberpriift werden, indem der
Wert ¢,(p°) mit Theorem 6.21, die erweiterte Losungsmenge mit Theorem 6.19
und die Mengen L(x) mit (6.28) bzw. Theorem 6.29 berechnet werden. Dabei
muss man im Fall z # 0 mit iy € I(x) offenbar nur die Bedingung

ba; . Uay . Up s
—Tlo , min —2  min t0
a' T iel(x) a; k¢I(x):up<b a

}

0 .
Piy = min{Ma;,,

iiberpriifen, um die Bedingung p® € L(x) zu verifizieren.

Da die Funktion ¢, : Y — R oberhalbstetig ist (siche Theorem 2.4) und die
Menge Y kompakt, existiert stets eine schwach lokal optimistische Losung. Es
gilt also

locmax{¢,(p): p € Y} # 0. (6.31)

Weiter konnen wir nun mit Hilfe von Folgerung 2.12 Optimalitdtsbedingungen
fiir lokal optimistische Losungen aufstellen. Wir erhalten das folgende Theorem.

Theorem 6.33. Es ist pO_G locmax{¢,(p) : p € Y} genau dann, wenn ¢,(p°) =
bo(p?) und p° € locmax{g,(p) : p € Y} gilt.
Beweis. Das Theorem entspricht Folgerung 2.12 fiir die Aufgabe (6.1). O

Im Gegensatz zu anderen Aufgabenstellungen (siehe z.B. Beispiel 2.11) existiert
fiir die Aufgabe (6.1) stets eine lokal optimistische Losung. Es gilt die folgende
Folgerung aus Theorem 6.33.

Folgerung 6.34. Es gilt

u € locmax{p,(p): p€Y} und u € locmax{g,(p): p€Y}.

Beweis. Sei x € U(u) beliebig und somit u € cl R(x). Auf Grund von Theo-
rem 6.29 gilt dann auch u € L(z). Somit ist u € locmax{¢p,(p) : p € Y}
(siehe Theorem 6.32). AuBerdem kann man leicht zeigen, dass ¥(u) = ¥(u) gilt.
Demzufolge ist ¢,(u) = ¢,(u) und somit u € locmax{d,(p) : p € Y} (siehe
Theorem 6.33). O
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6.9.2 Der pessimistische Fall

Fiir die schwach lokal pessimistischen Losungen erhalten wir aus Theorem 2.8
das folgende Theorem.

Theorem 6.35. Es ist p° € locmax{¢,(p) : p € Y} genau dann, wenn p° €
L,(z) gilt fir alle Punkte x € RV, (p°) mit ¢,(p") = E(z,p°).

Beweis. Sei p° € locmax{¢,(p) : p € Y}. Dann gilt p° € L,(z) fiir alle Punkte
T € \/I\!p(po) mit ¢,(p°) = E(z,p°) (Theorem 2.8). Wegen ﬁp(po) C \Tlp(po)
(siehe (6.24)) gelten somit die angegebenen Bedingungen.

Sei nun ein Punkt p° € Y gegeben und sei p° € L,(z) fiir alle Punkte x €
ﬁp(po) mit ¢, (p°) = E(x,p°). Dann gilt wegen Lemma 6.31 und wegen (6.25)
p° € Ly(x) fiir alle Punkte z € @p(po) mit ¢,(p°) = E(x,p"). Aus Theorem 2.8
folgt nun p® € locmax{¢,(p) : p € Y}. O

Die Bedingungen des Theorems kénnen nun fiir jeden Punkt p® € Y leicht
iberpriift werden, indem die Menge RY¥,, (»°) mit Theorem 6.28 berechnet wird.
Dann erhiilt man mit Formel (6.26) den Wert ¢,(p") und mit (6.30) bzw. mit

Theorem 6.30 die Mengen Ly (z) fiir alle Punkte = € @p (pY). Dabei muss man
im Fall x = te’ offensichtlich nur die Bedingung p? = l;2(¢) iiberpriifen, um die
Bedingung p° € L,(z) zu verifizieren.

Da die Funktion ¢, : ¥ — R oberhalbstetig ist (siehe Theorem 2.4) und die
Menge Y kompakt, existiert stets eine schwach lokal pessimistische Losung. Es
gilt also

locmax{¢,(p) : p€ Y} # 0. (6.32)

In Analogie zu Folgerung 6.34 kann man auflerdem zeigen, dass
u € locmax{¢g,(p) : p€ Y} (6.33)

gilt. Weiter kénnen wir nun mit Hilfe von Folgerung 2.12 Optimalitétsbedin-
gungen fiir lokal pessimistische Losungen aufstellen. Wir erhalten das folgende
Theorem.

Theorem 6.36. Es ist p° € locmax{¢,(p) : p € Y} genau dann, wenn
bp(P°) = ¢p(p°) und p° € locmax{d,(p): p € Y} gilt.

Beweis. Das Theorem folgt direkt aus Folgerung 2.12. O

Im Gegensatz zum optimistischen Fall (siche Folgerung 6.34) existiert nicht
immer eine lokal pessimistische Losung. Wir demonstrieren dies im folgenden
Beispiel.
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Beispiel 6.7. Sei im folgendenn =2, a= (1,1)",b=6, M =8, u= (5,5)",
B = (1,1)" und c = (1,2)". Dann gilt RX = {e',e*}. Weiter ist L,(et) =
{(5,5)T} = L,(e?). Wegen Theorem 6.56 gilt demzufolge
locmax{¢,(p): p€ Y} C{(5,5)"}.
Sei also p° = u = (5,5)T. Dann gilt ﬁp(po) = {e!, €2} und demzufolge
3 (") = max{4,3} = 4.

Weiter ist U(p°) = {e',e®}. Folglich gilt ¢,(p°) = min{3,4} = 3. Wegen
bp(P°) # (%) ist also p° ¢ locmax{¢,(p) : p € Y}, d.h.

locmax{¢,(p) : p€ Y} =0.

6.9.3 Einige Beispiele
In diesem Kapitel werden wir einige einfache Beispiele betrachten, um die An-
wendung der Optimalitdtsbedingungen zu demonstrieren.

Beispiel 6.8. scien im folgendenn =2, a = (1,2)7, ¢ = (1,2)7, g = (1,1)T,
u=(55)", M =8 und b=4.

b2,
Es gilt

41 S

p p D E(et,p) > E(e?,p) fir p+12>po,
P 1, .2 2 1
E(e® +e%,p) > E(e”,p) fir E(e’,p) >0,
E(e' +¢*p) > E(e',p) fir E(e*,p)>0
4 P1

Wir wollen nun fir einige Punkte die Optimalitdtsbedingungen dberprifen.

1. Sei p = (4,4)7. Dann gilt ¥(p) = {e*} und somit ¢o(p) = ¢p(p) =
E(e?,p) = 2. Weiter ist

U(p) = RU,(5) = {e',€%,0} und somit ,(p) = ¢p(p) = E(e', ) = 3.
Wegen 2 = ¢o(P) < ¢o(p) = 3 und 2 = ¢o(p) < do(p) = 3 erhalten wir aus

Theorem 6.33 und aus Theorem 6.36, dass der Punkt p weder eine lokal
optimistische noch eine lokal pessimistische Losung ist. Wegen

$o(P) = ¢p(B) = Ele', p) = 3> E(e*,p) > E(0,p)
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und p € L(e') = Ly(e') ist der Punkt p zumindest noch eine schwa-

che lokal optimistische bzw. pessimistische Lisung (siehe Theorem 6.32,
Theorem 6.35).

. Sei p = (3,4)7. Dann gilt ¥(p) = {€2} und U(p) = RV, (p) = {e!,e}.
Somit ist B -

$o(P) = 6p(p) = 2 = E(e', D) = E(e?, ).
Da jedoch p & L(et) bzw. p & Ly(e') ist, ist der Punkt p weder eine schwa-
che lokal optimistische noch eine schwache lokal pessimistische Losung.

Demzufolge ist p auch keine lokal optimistische oder lokal pessimistische
Lésunyg.

. Seip=(2,4)T. Dann gilt ¥(p) = {e',e?} = ¥(p) = ﬁp(ﬁ), Somit ist
6p(p) = B(e',p) < B(e”,p) = ¢o(B) = ¢o(D) = 6 (P)-

Weiter gilt p € L(e?) = Ly(e?). Demzufolge ist also p eine lokal optimisti-
sche aber keine lokal pessimistische Losung. Auflerdem ist p eine schwache
lokal optimistische/pessimistische Lésung.

. Sei p* = (4/3,8/3)T. Dann gilt ¥(p*) = {e!,e?,e! + €2} = U(p*) und
RV, (p*) = {e', e*}. Demzufolge ist

Sp(p*) = B(e!,p") =1/3 < E(*p")=2/3=¢,(p") und
Ble' +e%p ) =1 = ¢o(p") = do(p”)
Da auferdem zwar p* € L(e' + e?) aber p* ¢ Ly(€?) ist, ist der Punkt

p* also eine lokal optimistische aber keine (schwach) lokal pessimistische
Lésunyg.

Beispiel 6.9. Seien

a' = (10,8,6,12,5,4,2,3)

el = (4,4,4,4,4,4,4,4)

p' = (5,4,3,6,4,4,4,5)

T = (1,1,1,1,1,1,1,1)
(

u' = (5,10,6,10,5,5,10,5) und M =10, b= 20.

Wir wollen nun die Optimalitdtsbedingungen fiir den Punkt p tiberprifen. Dafiir
miissen wir zundchst die Lisungsmenge und die erweiterte Losungsmenge be-
rechnen.

Zuerst untersuchen wir die Einheitsvektoren. Die Werte p;/a; sind fiir die In-
dizes i = 1,2,3,4 minimal. Wegen p1 < b und wegen RX = {e!,e?,...,e8} gilt

{i: e'e U(p)}={i: e'e \Tl(p)} =1{1,2,3,4} und ﬁp(p) = {61362a63764}'
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Durch Berechnen aller zuldssigen Summen erhalten wir demzufolge

U(p)=U(p)={z=> e: D#I1C{1,234}}.

iel
Weiter gult
E(e',p) =1, E(e?,p) =0, E(e3,p) = —1 und E(e*,p) = 2.
Mit E(z,p) = X icra) x;E(e?, p) erhalten wir demzufolge

o(p) = bo(p) =3 =E(e' +¢',p) = E(e’ +¢* +¢',p),
4

¢p(p) = E(e',p) =2 and  ¢y(p) = —1 = E(e*,p).
Wegen ¢,(p) # ¢p(p) ist p also keine lokal pessimistische Lisung. Da aber
p € Ly(e*) gilt wegen

i Qb4
pg = min{b, Ma47 min = } =6,
i=1...8 a;

st der Punkt p eine schwache lokal pessimistische Lisung. Wir verifizieren nun
die Bedingungen p € L(e' +e*) und p € L(e! + €2 + e*). Wegen

L(e' +e*) = {5} x [4,10] x [3,6] x {6} x [2.5,5] x [2,5] x [1,10] x [1.5,5]
und
L(e' 4+ €% +e*) = {5} x {4} x [3,6] x {6} x [2.5,5] x [2,5] x [1,10] x [1.5, 5]

sind diese Bedingungen erfillt. Somit ist der Punkt p eine lokal optimistische
Lésunyg.

Im folgenden seien die Vekt_oren a,p, ¢, 3, M und u unverdndert, aber es sei jetzl
b=4.5. Dann gilt ¥(p) = ¥(p) = {e?,e3} = RU »(p) und

$o(p) = ¢o(p) = dp(p) = E(p,¢®) = 0> —1 = E(p,e’) = ¢y (p).

Durch Uberpriifen der Menge L(e?) = L,(€?) erhalten wir, dass p5 = 4.5 # ps
gilt fiir alle Punkte p* € Ly(e*) = L(e*). Somit ist der Punkt p weder eine
schwach lokal optimistische noch eine schwach lokal pessimistische Ldsung.

6.10 Losungsverfahren

Natiirlich kennt man mit p’ = wu stets eine lokal optimistische und schwach
lokal pessimistische Losung (siehe (6.33), Folgerung 6.34). In vielen Féllen ist
jedoch der Funktionswert in diesem Punkt nicht gut genug. Betrachten wir
hierfiir zum Beispiel den Fall u; > min{b, Ma;} fiir alle Indizes i = 1,...,n.
Dann gilt ¢,(u) = ¢p(u) = 0. In der Anwendung wiirde dies bedeuten, dass der
Produzent keinen Profit erzielt. Es ist also sinnvoll, die Algorithmen 2.1 und 2.2
zu verwenden, um ausgehend von einem Startpunkt p® € Y eine schwach lokal
optimistische bzw. pessimistische Losung zu bestimmen.
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Algorithmus 6.2. (Schwach lokal optimistische Lsung)

Eingabe: p° € Y
0. k:=0
1. Berechne W(p*), ¢o(p*) und M(p*) := {x € U(p*) : ¢o(p*) = E(z,p*)}.

2. Falls ein x* € M (p*) existiert mit p* ¢ L(x*), so wdhle ein p**1 € L(x*)
und gehe mit k :=k + 1 zu Schritt 1.; sonst Stopp.

Ausgabe: p* € locmax{d,(p): p€ Y}
Theorem 6.37. Der Algorithmus 6.2 berechnet in endlich vielen Iterationen

eine schwach lokal optimistische Lésung.

Beweis. Wenn der Algorithmus stoppt, so ersieht man leicht aus Theorem 6.32,
dass der berechnete Punkt eine schwach lokal optimistische Losung ist. Es ist
also nur zu zeigen, dass der Algorithmus tatséchlich nach endlich vielen Ite-
rationen stoppt. Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann berechnet der Al-
gorithmus Folgen {p*} C Y und {zF} C X mit 2*¥ € M ("), p* ¢ L(2*)
und p**l € L(2%) fiir alle k& > 0. Aus p**! € L(2%) fiir alle k folgt weiter
2k € W(pF+L) und somit ¢,(pF*t) > E(aF, pFt1) fiir alle k. Also gilt

(;SO(pk) = E(mk,pk) < E(xk,ykﬂ) < d_)o(pk“) fir alle k.

Demzufolge ist ¢,(p*) < ¢o(p') fiir alle Indizes k < . Da card X < oo gilt,
existierten zwei Indizes k,l mit & < [ und 2% = 2!, Dann ist 2 = 2! € ¥(p!),
d.h. p! € cl R(z%). Zusammen mit p**1 € L(2*) und p' ¢ L(2') = L(2*) ergibt
dies

E(z*,p"*") > E(a*,p') = E(a',p").

Dies ist aber ein Widerspruch zu
E(xkvpk-H) < éo(pk—i_l) < qgo(pl) = E(xlapl)-

Also endet der Algorithmus nach endlich vielen Iterationen. O

Aus dem Beweis erhalten wir weiter die Ungleichung

6o(p°) < do(p*)  fiir alle k, (6.34)

wobei p® den Startpunkt und p* die durch Algorithmus 6.2 berechnete schwach
lokal optimistische Losung bezeichnet.

Algorithmus 6.3. (Schwach lokal pessimistische Lésung)
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Eingabe: p° € Y
0. k=0
1. Berechne ﬁp(pk), bp(p*) und

M(p*) == {z € RU,(") : 6,(p") = E(z,p")}.

2. Falls ein z* € M(p*) existiert mit p* ¢ L,(x*), so wihle ein pFt! €
L,(z*) und gehe mit k := k + 1 zu Schritt 1.; sonst Stopp.

Ausgabe: p* € locmax{¢,(y): y € Y}

Theorem 6.38. Der Algorithmus 6.3 berechnet in endlich vielen Iterationen
eine schwach lokal pessimistische Losung.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Theorem 2.14, wobei der Ubergang von
den Mengen U »(p) zu den Mengen RU p(p) durch Lemma 6.31 gerechtfertigt
wird. O

Da stets eine lokal optimistische Losung existiert (siehe Folgerung 6.34), sind wir
natiirlich auch an einem Algorithmus zur Berechnung einer lokal optimistischen
Losung interessiert. Ausgehend von einem Startpunkt p® € Y kénnen wir hierfiir
die folgende Methode verwenden.

Algorithmus 6.4. (Lokal optimistische Lésung)

Bingabe: p° € Y
0. k:=0

1. Verwende Punkt p* und Algorithmus 6.2 zur Berechnung einer schwach
lokal optimistischen Lisung v®.

2. Gilt ¢o(vF) = ¢o(v*), dann Stopp; sonst gehe zu Schritt 3.

3. Bestimme einen Punkt ¥ € W(v*) mit E(m vF) = ¢, (vF). Wihle weiter
einen Punkt p**1 € L(z*) mit p**! # o% und p*+! € R( k).
Setze k := k + 1 und gehe zu Schritt 1.

Ausgabe: p* € locmax{¢p,(p): p€ Y}

Wir erinnern uns, dass eine schwach lokal optimistische Losung v* keine lokal
optimistische Losung ist, wenn ein Punkt z¥ € W(v*) existiert mit ¢,(v*) <
E(z*,v%) = ¢,(v*F) (Theorem 6.33). In diesem Fall wihlt also der Algorithmus
einen Punkt p**1 € L(2*) N R(x) und sucht erneut nach einer schwach lokal

optimistischen Losung.
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Theorem 6.39. Algorithmus 6.4 berechnet eine lokal optimistische Ldsung.

Beweis. Aus den Optimalitdtsbedingungen von Theorem 6.33 ist ersichtlich,
dass wir eine lokal optimistische Losung gefunden haben, wenn der Algorithmus
stoppt. Wir haben somit nur zu zeigen, dass der Algorithmus endlich ist.

Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann berechnet der Algorithmus Folgen
{pF} C Y, {v¥} C Y und {2*} C X. Dabei gilt p*+1,v* € L(z¥) fiir alle k > 0,
da v* eine schwach lokal optimistische Losung ist. Aus der Ungleichung (6.34)
erhalten wir somit

6o(1") < Go(v*) = B(a*,0%) = B, p"1) < 6o (p*1) < do(p") k> 0.
Angenommen es gilt zF = 2! fiir zwei Indizes k < [. Dann ist
B(a®, ") < ¢o (") < @o(0™) < 9o(p') < 60(v") = B!, 0).
Zusammen mit v* € L(z*) und v! € L(2') = L(2*) erhalten wir
B(z",v") = ¢o(p") = 6o (p"1") = 9o (') = E(a!, ).

Hieraus ergibt sich nun p**! = v*+1 und ¢,(p**!) = ¢, (p**!). Dies ist aber ein
Widerspruch zu

¢0(,Uk+1) < E(Uk+1’xk+1) _ ng(karl)-

Somit sind alle Elemente der Folge {z*} voneinander verschieden. Dies jedoch
ist ein Widerspruch zur endlichen Kardinalitit der Menge X. Somit ist der
Algorithmus endlich. O

Bemerkung Da z¥ € W(v*) und 2% ¢ ¥ (v*) fiir all k gilt, wird die Eigenschaft
p" ™t # vF durch die Bedingung p*** € R(2*) N ( k) impliziert. Somit ist also
pk ein beliebiger Punkt der Menge R(z*) N L(x*).

Wie sehen also diese Mengen aus? Aus (6.9), Theorem 6.5, Theorem 6.29 und
(6.28) erhélt man offensichtlich

R(0O)NL(0) ={p e R": Ma; <p; <wu; oder b < p; <u,fiirallei=1,...,n}

und
I b Uj . UL
R NL = R™ : o = Q; M _t sl
(33) (UC) {P S Pio = Q4 mln{ Tx zel(ac) a; kgj(x)rqik@ ak}
a; 3 i
Pi = Pig — Vi € I(J?)\{Zo},
ai,
kaLPioaf,uk} Vi & I(x) : up < b,

20

Pk € [pitok:Uk] U (b,uk] Vk ¢ I(z) Dup > b}

20

fiir alle Punkte z € X und alle Indizes ip € I(x).

135



Beispiel 6.10. Es seien

a' = (10,8,6,12,5,4,2,3)

e’ (4.5,4,3.5,4,4,4,4,4)

P = (5,4,3,6,4,4,4,5)

gt = (1,1,1,1,1,1,1,1)

u' = (5,10,4,10,5,5,10,5) und b=4.5, M = 20.

Dann gilt U(p°) = ¥(p°) = {e2,e3} und
$o(p°) = ¢o(p°) = E(p°,€%) =0 > —0.5 = E(p°, €®).

Beim Ubgrpm'fen der Menge I_/(e_Q) erhalten wir py = 4.5 # p3 fiir alle Punk-
te p* € L(e?). Somit gilt p° ¢ L(e®). Demzufolge ist p° keine schwach lokal
optimistische Lisung (siehe Theorem 6.32).

Wir wollen nun den Algorithmus 6.4 verwenden, um eine lokal optimistische
Lésung zu berechnen. Zuerst berechnen wir ausgehend von p° eine schwach lokal
optimistische Losung v° mittels Algorithmus 6.2. Es gilt M(p®) = {e?} aber
p° ¢ L(e?). Somit wihlen wir ein p € L(e?), z.B.

p=(4.5,4.5,4,5,5,5,5,5)".

Dann gilt U(p) = {e*,e2,e3}, E(p,et) = 0, E(p,e?) = 0.5 = E(p,e®) und
p € L(e%) fir i = 2,3. Folglich ist p eine schwach lokal optimistische Losung.
Wir setzen nun v° := p und fiihren Algorithmus 6.4 fort. Wegen ¥(v°) = {e'}
und ¢,(v°) =0 < E(vY,e3) setzen wir 2° := €3. Wir wdihlen dann einen Punkt

pl € L(e*) N R(e?), z.B.
p'=(5,5,4,5,5,5,5,5)".
Fiir den Punkt pl gilt U(p*) = U(p') = {e3} und p' € L(e®). Somit ist p* eine

lokal optimistische Lisung. Der Algorithmus stoppt nun.

Fiir lokal pessimistische Losung ist es nicht moglich, einen zu Algorithmus 6.4
analogen Algorithmus anzugeben, da bei einem solchen Vorgehen das Wachstum
der Losungsfunktion nicht garantiert werden kann. Es bietet sich im pessimisti-
schen Fall jedoch an, nach e-optimalen Losungen zu suchen. Hierzu verwenden
wir die Betrachtungen aus Kapitel 3.6. Dies ist moglich, da

dp(p) = do(p) und  @,(p) = do(p)

fiir alle p € Y und fiir alle pessimistischen Auswahlfunktionen o € &, gilt (siche
(3.11), (3.13)). AuBerdem ist zu beachten, dass nun maximiert statt minimiert
wird.

Zunachst untersuchen wir die Werte

¢y, = argmax{d,(p) : p€ Y} und (;_5; ;= argmax{¢,(p) : p€Y}. (6.35)
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Diese Werte sind gleich (siehe Lemma 3.14), d.h. es ist
qb; = (E; (6.36)
Es gilt nun das folgende Lemma.
Lemma 6.40. Es ist -
$p = ¢p = maAx E(z,p),
wobei fir alle x € RX der Punkt p € L,(x) beliebig gewdhlt wird. Sei weiter
GS:={r € RX: ¢, = E(z,p) fireinpe Ly(r)} ( »global solutions*) .

Dann gilt

argmax{p,(p): p€ Y} = U Ly(z).
P z€GS

Beweis. Aus der Definition (6.35) folgt
Qg;; > ép(p) > E(z,p)

fiir alle Punkte x € RX und alle Punkte p € L,(z) wegen = € ﬁp(p) fiir alle
Punkte p € L,(z) und wegen (6.26). Es ist also

=gk > max E(x,p).
¢p (bp T 2E€RX, pEL,(x) ( p)

Da die Funktion ¢, : Y — R oberhalbstetig ist und Y kompakt, existiert ein
p’ € Y mit J)Z = ¢, (p°). Wegen (6.26) existiert weiter ein z° € RV, (p®) mit
6p(p°) = E(2, p°). Demzufolge erhalten wir

¢y = E(2°,p°) < B(a,p)

fiir alle Punkte p € L,(z?). Wegen 2° € RX folgt aus der obigen Ungleichung
somit ~
Ly(2°) C argmax{g,(p) : p€ Y},
P

2% € GS und )
¢p = ¢p = max E(z,p),
wobei fiir alle x € RX der Punkt p € L,(z) beliebig gewihlt wird.

Seinun p® € argmaxp{gi;p (p) : p € Y} beliebig. Dann ist p° auch eine schwach lo-

kal pessimistische Losung. Wegen Theorem 6.35 existiert dann ein z € ﬁp )
mit ¢% = ¢,(p°) = E(z,p°) und p® € L,(z). Somit gilt z € GS. Folglich ist
p° € L,(z). Hieraus folgt nun

argmax{¢,(p) : p€ Y} C U Ly(z).
p z€GS

Also gelten alle Aussagen des Lemmas. O
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Bemerkungen: Wegen Theorem 6.27 besitzen alle Elemente x € RX die Form
z =0 oder z = t;e’.

1.) Gilt 0 € RX, so gilt E(0,p) = 0 fiir alle Punkte p € L,(0).
2.) Sei t;e € RX mit t; < 3;. Dann gilt auf Grund von Theorem 6.30

E(tie',p) = ti(lia(t;) — ¢;),

wobel wir wiederum die Bezeichnungen l;1 (¢) und l;2(t) aus Theorem 6.27 iiber-
nehmen. Zusammen mit Theorem 6.27 erhalten wir demzufolge
¢* = maXx max tl(llg(tz) — Ci)

P =1, ti=1....8;
Lip (t3)<lio(t;)

im Fall 0 ¢ RX und

¢p = maX{Oai:Hllft_Xn , max_ ti(li2(ti) — i)}

, ti :
Ui (t) <liz(t4)

im Fall 0 € RX. Um den Wert ¢, zu berechnen, miissen also Z?:l 0B; +1 Punkte
auf ihre Zugehorigkeit zu RX gepriift (Theorem 6.27) und dann das Maximum
der zugehorigen Funktionswerte gebildet werden.

Die Berechnung des Wertes ¢, kann noch weiter vereinfacht werden. Wir geben
die entsprechenden Ergebnisse in der folgenden Folgerung an.

Folgerung 6.41. Es bezeichne t; die kleinste natiirliche Zahl mit tie' € RX,
1=1,...,n. Dann gilt

¢, = max t;(lia(t]) —ci) im Fall 0 ¢ RX und
i=1,...,n
¢, = max{0, max t7(li2(t7) — ¢;)} im Fall 0 € RX.

.....

Beweis. Sei e
. . 7
l; == min{Ma;,u;, min ——}.
j#i: uj<b a;

Dann lassen sich die Zahlen I;1(¢) und l;2(¢) aus Theorem 6.27 wie folgt schrei-
ben:

_fo0 =0 ' _f min{b,l;} ,t=1
i (1) _{ min{c;,b/(t+1)} ,t< B ’ lia(t) = { min{c;, b/t I;} ,t> 1.

Angenommen es gibt ein t; >t mit t;e’ € RX. Dann ist
lir(87) = min{e;, b/ (t7 + 1)} < lio(87) < Ls.

Hieraus folgt nun l;; (¢t — 1) = min{c¢;, b/t} = l;2(t) fiir alle ¢t > . Demzufolge
gilt

E(te',1i2(t)) = min{0,b — ¢;t} < min{0,b — ¢;(t; + 1)} < min{0,b — ¢;t}}

138



fiir alle ¢ > ¢F. Wie wir schon gezeigt haben, gilt min{c;,b/(t; + 1)} < ;.
Angenommen es ist ¢; < I;. Dann ist 0 < ¢f(l; — ¢;) und somit

min{0,b — ¢;(t; + 1)} <min{0,b — c;t}, t;(l; — i)} < E(tfe’, lin(t))).

Angenommen es ist ¢; > I; und b/(tf + 1) < l;. Dann gilt

b < Ltr+1L <Lt +¢

b—c —ct; < Liti —ct}

b—c(tf+1) < 7l — )

7

und somit wiederum

min{0,b — ¢;(t; + 1)} < min{0,b — cit}, t;(I; — i)} < B(te’, lin(t])).

1771

Demzufolge ist E(te’,l;a(t)) < E(tfe?,la(t})) fiir alle Punkte te’ € RX. Die
Aussagen der Folgerung folgen nun aus Theorem 6.40. O

Da man auflerdem leicht zeigen kann, dass
E((t; + 1)e', Lia(t; + 1)) < E(tre', lin(t)))

gilt, folgt weiter

GS C {0, e t5e?, ... them). (6.37)
Wir wollen nun nach e-optimalen Loésungen suchen fiir den pessimistischen Fall
(siehe Definition 3.6).
Definition 6.3. Sei e > 0 gegeben. Dann heifit ein Punkt p° € Y e-optimale
pessimistische Lisung, wenn ¢,(y°) > ¢y, — € ist.
Wir erhalten nun das folgende Theorem.

Theorem 6.42. Seie > 0. Weiter sei 2° € GS (siehe Lemma 6.40) und es sei
p° € L,(zY). Dann ist jeder Punkt p € R(z%) mit

E(a%p) > B(2°p°) — ¢

eine e-optimale pessimistische Losung.
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Theorem 3.15. O

Bemerkungen: 1.) Ist 0 € G'S, so gilt ¢; = 0 und min{Ma;, b} < u; fiir alle
i=1,...,n. Somit ist ¥(p) = {0} fiir alle Punkte p € Y mit min{Ma,;, b} < p;
fiir alle ¢ = 1,...,n. Demzufolge sind alle Elemente der Menge

n

® (min{Ma;, b}; u;)

=1
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global optimale pessimistische Losungen und somit auch e-optimale pessimisti-
sche Losungen fiir alle € > 0.

2.) Sei t;e € GS fiir ein i. Dann ist p? = l;2(¢;) fiir alle Punkte p® € L, (t;e).
Wir kénnen die Ungleichung aus Theorem 6.42 somit wie folgt umformen:

B(tie,p) > E(tie',p°) —¢
tilpi —ci) > ti(lia(t;) —ci) —¢
tipi > tilio(ti) — €

pi > lio(ty) —e/ts.

Demzufolge sind alle Punkte p € R(¢;e?) mit
pi € (lia(ti) — e/tis lia(t)]

e-optimale pessimistische Losungen.
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Kapitel 7
Schlussbemerkungen

Zwei-Ebenen—Probleme mit diskreter unterer Ebene sind hierarchische Op-
timierungsaufgaben, welche bisher trotz einer grofien Anzahl von Anwen-
dungsmoglichkeiten nur sehr selten untersucht wurden.

In der vorliegenden Arbeit wurden theoretische Grundlagen fiir die Betrach-
tung von diskreten Zwei-Ebenen—Problemen bereitgestellt. Dabei wurden ins-
besondere Optimalitétsbedingungen und Struktureigenschaften der Aufgaben
der unteren und oberen Ebene diskutiert. Anhand von drei verschiedenen Pro-
blemklassen wurde aufgezeigt, auf welche Weise die theoretischen Erkenntnisse
auf konkrete Aufgaben angewendet werden und wie die bei der Berechnung der
zu betrachtenden Mengen und Funktionen entstehenden Schwierigkeiten in ei-
nigen Problemklassen gelost werden kénnen.

Die vorliegende Arbeit stellt folglich mit ihren Ergebnissen eine Konzeption
fiir die weiterfithrende mathematische Behandlung von diskreten Zwei-Ebenen—
Problemen dar.

Fiir die weitere Forschung auf dem Gebiet ergeben sich u.a. die folgenden offenen
Probleme:

1. Fiir die Aufgaben (4.1), (5.1) und (6.1) sind die angegebenen Algorithmen
zu implementieren und ihre Komplexitéit zu untersuchen.

2. Lassen sich die Betrachtungen zur schwach pessimistischen Losungsfunk-
tion aus Kapitel 6.7 verallgemeinern?

3. Fiir die Untersuchung von Zwei-Ebenen—Problemen mit diskreter unterer
Ebene werden i.a. alle global optimalen Losungen der Aufgabe der unteren
Ebene benétigt.

Fiir viele diskrete Optimierungsaufgaben wurden bisher jedoch nur Algo-
rithmen zum Auffinden einer global optimalen Losung entwickelt. Fiir wel-
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che diskreten Optimierungsaufgaben ist es moglich alle optimalen Losun-
gen zu berechnen?

. Da fiir die Betrachtung der Aufgabe der unteren Ebene Kenntnisse zu
Stabilitatsbereichen benétigt werden, ist die Betrachtung diskreter para-
metrischer Optimierungsaufgaben und die Berechnung ihrer Stabilitéts-
bereiche und erweiterten Losungsmengen von Bedeutung. Es stellt sich
also die Aufgabe, diese Mengen fiir moglichst viele diskrete parametrische
Optimierungsaufgaben zu untersuchen.

. Da viele praktische Probleme durch lineare Aufgaben modelliert wer-
den, besteht insbesondere bei der Betrachtung von linearen Zwei-Ebenen—
Problemen mit diskreter unterer Ebene ein grofler Forschungsbedarf. Ins-
besondere stellt sich in diesem Zusammenhang die Frage nach einer Ap-
proximation der Menge conv |, ¢ ({z} x R(z)).
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